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Résumé : Cette thèse traite le développement 
d’un élément continu de plaques orthotropes, 
sandwichs et multicouches. La démarche 
consiste dans un premier temps à établir la 
matrice de raideur dynamique de plaques 
orthotropes pour des conditions aux limites 
naturelles à partir d’une reformulation des 
éléments de plaques isotropes développés au 
laboratoire QUARTZ (EA7393).   La démarche 
est basée d’une part sur la décomposition des 
conditions aux limites libres décrite par Gorman 
et d’autre part sur la résolution des équations de 
mouvement en se basant sur les développements 
en séries de Levy. La matrice de raideur 
dynamique est ensuite obtenue par projection 
des déplacements et des efforts de frontières sur 
des bases fonctionnelles compatibles avec les 
opérations d’assemblage. 
Dans un second temps, la formulation des 
éléments sandwichs et multicouches est décrite 
par superposition des plaques orthotropes 
précédemment développées. 
Les formulations présentées prennent en compte 
les vibrations de flexion et les vibrations dans le 
plan, dites vibrations de membrane. La 
validation de ces éléments est menée par une 
confrontation systématique de réponses 
harmoniques non amorties avec celles obtenues 
par diverses modélisations éléments finis. 
 
 
 
Title : Formulation and Implementation of a Continuous Stiffened sandwich plates  and multilayer 
plates  Element 
Keywords: Multilayer plate, Sandwich plate, Continuous element method, Dynamic stiffness 
matrix. 
Abstract: This thesis deals with the 
development of a continuous element for 
orthotropic, sandwich and multilayer plates. 
This approach is based essentially on the 
construction of  the dynamic stiffness matrix of 
orthotropic plates using natural boundary 
conditions from a reformulation of the isotropic 
plate elements developed in the QUARTZ 
laboratory (EA 7393). In order to develop the 
dynamic stiffness matrix of the studied element 
we resort on the first hand to the decomposition 
of free boundary conditions described by 
Gorman, on the second hand to the resolution 
of the equations of motion by using Levy series 
expansions. The dynamic stiffness matrix is 
then obtained by projecting movements and 
frontier efforts on functional bases compatible 
with assembly operations.  
Finally the continuous sandwich and multilayer 
plate element is described by superposition of 
continuous orthotropic plates element 
previously developed. 
The formulations presented takes into account 
the bending vibration and the vibration in the 
plane, called membrane vibration. The 
validation of all obtained results is conducted 
by a systematic comparison of undamped 
harmonic responses with those obtained by 
various finite element models..   
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✺✳✷ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ s❛♥❞✇✐❝❤ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s②✲
♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✺✳✸ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
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✺✳✹ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧✶✶✾
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✺✳✻ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ❞❛♥s s♦♥ ♣❧❛♥ ♣♦✉r ✉♥
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✺✳✼ P❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ à ✺ ♣❧✐s ❡t ✸ ♠❛tér✐❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✺✳✽ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞✉ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❞❛♥s s♦♥ ♣❧❛♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡✲
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✺✳✾ P❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ à ✼ ♣❧✐s ❡t ✹ ♠❛tér✐❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
✺✳✶✵ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ à ✼ ♣❧✐s ❞❛♥s s♦♥
♣❧❛♥ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
①
▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①
✸✳✶ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✸✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✸✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✹✵
✸✳✹ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✺ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✹✼
✸✳✻ Pr♦♣r✐étés ♠❛tér✐❡❧❧❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✹✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✹✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
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✺✳✷ Pr♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
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①✐
▲■❙❚❊ ❉❊❙ ❚❆❇▲❊❆❯❳
①✐✐
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❡st tr❛✐té ❞❡♣✉✐s ❞❡ très ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❛♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs ❡t ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡t ❝❡❝✐ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s❡❝t❡✉rs
❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ P❛r♠✐ ❝❡s s❡❝t❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s s❡❝t❡✉rs ❞✉ ❜ât✐♠❡♥t ❡t ❞✉
❣é♥✐❡ ❝✐✈✐❧✱ ❧❡s s❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧✉✐ ❞❡s tr❛♥s✲
♣♦rts ❝♦✉✈r❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝✐✈✐❧s ❡t ♠✐❧✐t❛✐r❡s ✿ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✱ ❛ér♦s♣❛t✐❛❧✱
❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✱ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥❛✈❛❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐❜r❛✲
t♦✐r❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡ r❡✈êt ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❛♣✐t❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡s
s❡❝t❡✉rs✳ ▲❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s s♦♥t ♣❛rt♦✉t ♣rés❡♥t❡s ❞ès ❧✬✐♥st❛♥t ♦ù ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡❧❧❡
q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❡st ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♠♦t♦r✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❛✈❡❝ ❞❡s é❝♦✉✲
❧❡♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜ât✐♠❡♥t ♦✉ ❧❡ ❣é♥✐❡ ❝✐✈✐❧✱ ❧❡s s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡
❝❡❧❧❡s ❞✉ ✈❡♥t✱ ❞❡ ❧❛ ❤♦✉❧❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s sé✐s♠❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ rés✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡s
ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s✳ ❊♥ ❣é♥✐❡ ❝✐✈✐❧✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s
❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❧❡s s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s♦✉r❝❡ ❞❡ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣ré✈♦✐r✳ ❉❛♥s ❝❡s s❡❝t❡✉rs✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❢❛❝✐❧✐té❡ ♣❛r ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s str✉❝t✉r❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛✉① s✐♠♣❧❡s t❡❧s
q✉❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s✱ ❞❡s ❝♦q✉❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡s ✈❛r✐é❡s ♦✉ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s✳
P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❊❧é♠❡♥ts ❋✐♥✐s r❡st❡ ❛✉❥♦✉r✲
❞✬❤✉✐ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐s❝ré✲
t✐s❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡♥ s♦✉s ❞♦♠❛✐♥❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st
❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ▲❡s t②♣❡s ❡t ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
♥✉♠ér✐q✉❡ r❡st❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s s✉❥❡tt❡
à ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❧❡ ❧✐é❡s à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s②stè♠❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s r❡st❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t
✐♥✢✉❛♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ② ❝♦♠♣r✐s à ❜❛ss❡s ❡t ♠♦②❡♥♥❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❧♦rsq✉❡
❧❡s str✉❝t✉r❡s ét✉❞✐é❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ❡t ❝♦q✉❡s é♣❛✐ss❡s ♦✉ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧✲
t✐❝♦✉❝❤❡s ❡t s❛♥❞✇✐❝❤s✳
❉❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s à ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡①✐st❡♥t ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s ❧✐✲
♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥❤ér❡♥t❡s à ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡ s♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✐t❡s ♠❡s❤❧❡ss✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ét✉❞✐é❡ s♦✉✲
✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ●➱◆➱❘❆▲❊
✈❡♥t ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛✉①✳ ❊❧❧❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❡♥ ✜❛❜✐❧✐té ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s✬✐♥s❝r✐t ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡st ❧❛
▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ❊❧é♠❡♥ts ❈♦♥t✐♥✉s✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❛ ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❉②♥❛♠✐❝
❙t✐✛♥❡ss ▼❡t❤♦❞✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉① ❝❛s
❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛✉① ❞❡ t②♣❡ ♣❧❛q✉❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ❡t ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ❡t s❛♥❞✲
✇✐❝❤s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s❡ s✐t✉❡ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r♦❝é❞és ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ q✉✐ r❡st❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡
❡♥ ❊❧é♠❡♥ts ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ♦♥ ♥❡ ♣❛r❧❡ ♣❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✜①é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ♣❧❛q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❧♦✐s♦♥ ♦✉ ✉♥ ♣❧❛♥❝❤❡r ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ♠❛✐❧❧é✳ ▲❡
t❡r♠❡ ❈♦♥t✐♥✉ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❝❡tt❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s t♦✉t
❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡
❧❡s ♣♦✐♥ts ❢♦rts s✉✐✈❛♥ts ✿
• ❯♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ét✉❞✐é❡ ❀
• ❉❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❡t q✉❛s✐✲❡①❛❝t❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ ♣❧❛q✉❡ ❀
• ❯♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❞✉✐t✳
• ❯♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ é❧❛st♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✉t✐✲
❧✐sé❡✳
• ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ❊❧é♠❡♥ts ❋✐♥✐s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳
❖❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ♣❧❛q✉❡s s❛♥❞✇✐❝❤s ♦✉ ❞❡ ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s✳ ❈❡t ♦❜❥❡❝t✐❢
s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ré❛❧✐sés ♣❛r ❞❡s
éq✉✐♣❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡ q✉✐ ♦♥t ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿
✲ P♦✉tr❡s ❣❛✉❝❤❡s ✿ ▲■❙▼▼❆✱ ✶✾✾✼✱ ❈❛s✐♠✐r ❀
✲ P❧❛q✉❡s ✐s♦tr♦♣❡s ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ✿ ▲■❙▼▼❆✱ ✶✾✾✼✱ ❋❧❡✉r❡t ❡t P❛r✐s ❱■✱ ✶✾✾✽✱ ❑❡✲
✈♦r❦✐❛♥ ❀
✷
✲ ❈♦q✉❡s ❛①✐s②♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❡t ❝♦✉❞❡s ✿ ❊❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ◆❛♥t❡s✱ ✶✾✾✽✱
▲❡ ❙♦✉r♥❡ ❀
✲ P❧❛q✉❡s ✐s♦tr♦♣❡s ❞❡ ▼✐♥❞✐♥ ❡t ❝♦q✉❡s ❛①✐s②♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❘❡✐ss♥❡r ✿ ▲■❙▼▼❆✱
✷✵✵✷✱ ◆❣✉②❡♥ ❀
✲ ❈♦q✉❡s ❛①✐s②♠étr✐q✉❡s ❡♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✿ ▲■❙▼▼❆✱ ✷✵✶✵✱ ❑❤❛❞✐✲
♠❛❧❧❛❤ ❀
✲ ❈♦q✉❡s r❛✐❞✐❡s ✿ ▲■❙▼▼❆✱ ✷✵✶✹✱ ❚♦✉♥s✐✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿
• ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡♣✉✐s ✶✽✼✵ ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❝♦♥♥✉❡s ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❥✉sq✉✬à ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ❧❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ❊❧é♠❡♥ts ❈♦♥t✐♥✉s ❡st ♣rés❡♥té ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐✲
♣❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s r❡❧❛t✐❢s à ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❡st ❝♦♠♣❛ré❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧✲
t✐❝♦✉❝❤❡s ❡t s❛♥❞✇✐❝❤s ❡t ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts s❡❝t❡✉rs ✐♥❞✉str✐❡❧s
s♦♥t ♣rés❡♥té❡s✳
• ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞✬✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r
✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ●♦r✲
♠❛♥ ❡t ❧❡s sér✐❡s ❞❡ ▲❡✈②✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❡st ♠❡♥é❡ ♣❛r ✉♥❡
❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛✲
t✐♦♥s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✬■❉❊❆❙✬✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛
été ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts✳
• ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞✬✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✭❡✛❡ts ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✮✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡✉①
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ▲❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♦♥t
été ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✬❆◆❙❨❙✬✳
• ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞✬✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❡t s❛♥❞✇✐❝❤✳ ❈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛ été ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❡t ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳
✸
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✹
✷ ❊t✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡✳ ■❧ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✿
✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ❡t s❛♥❞✇✐❝❤s✳ ❈♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡s str✉❝✲
t✉r❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ♣❧❛q✉❡s✱ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s❡ t❡r♠✐♥❡r❛ ♣❛r ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❝❡ t❤è♠❡ s❛♥s ♦✉❜❧✐❡r ❧✬✐♥térêt ✐♥❞✉str✐❡❧ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣é♦♠é✲
tr✐❡✳
✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡st✐♥é❡ à ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ♥♦té❡ ✭▼❊❈✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❞é❝r✐r❛ s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t s❛ ❣❡♥ès❡
❛♣rès ❛✈♦✐r ❝♦♠♣❛ré ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡st✐♥é❡s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✈✐❜r❛t♦✐r❡s ❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ str✉❝t✉r❡s ✈✐❜r❛♥t❡s ❛♥❛❧②sé❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s s❡r♦♥t
♣rés❡♥tés✳
✷✳✷ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❧❛q✉❡s s❛♥❞✇✐❝❤s
❡t ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s
✷✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥
▲❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ❡t ❧❡s ♣❧❛q✉❡s s❛♥❞✇✐❝❤s s♦♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐✲
t✉é❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❧✐s s✉♣❡r♣♦sés✳ ❈❡s ♣❧✐s s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
✐s♦tr♦♣❡s ✈♦✐r❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡s ❞♦♥t ❧❡s ❛①❡s ♠❛tér✐❡❧s ♣❡✉✈❡♥t ❞✐✛ér❡r ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ à
❧✬❛✉tr❡✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❝❡s ❝♦✉❝❤❡s ❡st très ❢❛✐❜❧❡✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✵✱✶✷✺
♠♠ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝❛r❜♦♥❡ é♣♦①② ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
✵✱✸ ♠♠ ♣♦✉r ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ♥❛✉t✐q✉❡✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s
❞❡ ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ✿
✳ ▲❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s s②♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♥♦t❡ (O;x,y) ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮
✺
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✳ ▲❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ s②♠é✲
tr✐❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ P❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡
s②♠étr✐q✉❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ P❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ♥♦♥✲
s②♠étr✐q✉❡
▲✬ét✉❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡
♣❧❛q✉❡s ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ♦✉ ❞❡ ▼✐♥❞❧✐♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣❧✐
♦rt❤♦tr♦♣❡ s♦✉♠✐s à ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛
✢❡①✐♦♥✱ ♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡r❛ ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✳ ❯♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r
❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❧✐ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ♣❡r♠❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡✴✢❡①✐♦♥✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ♥♦♥✲s②♠étr✐q✉❡s✳
✷✳✷✳✷ ■♥térêt ✐♥❞✉str✐❡❧ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
▲❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
s❡❝t❡✉rs ✐♥❞✉str✐❡❧s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ❧❡✉r ♣rés❡♥❝❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥❛✈❛❧❡✳
✻
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Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡
▲❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛♥♥❡❛✉① ♣❤♦t♦✲
✈♦❧t❛ïq✉❡s q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s♦❧❛✐r❡ ❡♥ é❧❡❝tr✐❝✐té✳ ❈❡s str✉❝t✉r❡s ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ s✉♣♣♦rt❡r ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s très é❧❡✈é❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✸✮✳
  
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ P❛♥♥❡❛✉① ♣❤♦t♦✈♦❧t❛ïq✉❡s
❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡
▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s
❛✈✐♦♥s✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r ❥✉sq✉✬à ✺✵✪ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ❛✈✐♦♥s ❝✐✈✐❧s ❡t
♣rès ❞❡ ✽✵✪ ♣♦✉r ❧❡s ❛✈✐♦♥s ♠✐❧✐t❛✐r❡s✳ ❈✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❛ ♣❛rt ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s
s✉r ❇♦❡✐♥❣ ✼✽✼ ✿
✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❊❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❬✾✶❪
❉❡♣✉✐s ❧❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛✐❧❡s ♣❡✉t
êtr❡ ❛ss✐♠✐❧é❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✮✳
 
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✬❛✐❧❡ ❞✬❛✈✐♦♥
▲❡s ♣❛♥♥❡❛✉① ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❢✉s❡❧❛❣❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✐s♦✲
❧❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t rés✐st❛♥❝❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✮✳
✽
✷✳✷✳ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚ ❉❊ P▲❆◗❯❊❙ ❙❆◆❉❲■❈❍❙ ❊❚ ▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊❙
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❋✉s❡❧❛❣❡ ❞✬❛✈✐♦♥
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ♣❛❧❡s ❞✬✉♥ ❤é❧✐❝♦♣tèr❡ s♦♥t ❢❛❜r✐q✉é❡s ❡♥ ♠❛tér✐❛✉① s❛♥❞✇✐❝❤s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à rés✐st❡r à ❞❡s ❡✛♦rts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ✢❡①✐♦♥✱ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳
❈❡s ♣❛❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧é❣èr❡s ❡t r♦❜✉st❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛❧❡ ❞✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡ ❬✾✷❪
❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥❛✈❛❧❡
❉❡♣✉✐s ❞❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❜❛✲
t❡❛✉① t♦✉t ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❡✉r st❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧✬❡❛✉✳ ▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❝♦♥st✐✲
t✉❡♥t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛ttr❛②❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s
✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❊❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊
♥❛✈❛❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❇❛t❡❛✉ ❡♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡
✷✳✷✳✸ ▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s
❉é✜♥✐t✐♦♥
❉❡♣✉✐s ❞❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♣r❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❡♥ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ P❛r♠✐ ❝❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s✱ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① s❛♥❞✇✐❝❤s ♦❝❝✉♣❡♥t
✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❊♥ ✶✽✷✵✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❧❡ ❢r❛♥ç❛✐s
❉✉❧❡❛✉ ♣✉✐s ❡♥ ✶✽✹✾ ♣❛r ❧✬❛♥❣❧❛✐s ❋❛✐r❜❛✐r♥✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝❤❡r❝❤❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ♠❡♠❜r❛♥❡s sé♣❛ré❡s ❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡✳
❊♥ ✶✾✸✵✱ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ s❛♥❞✇✐❝❤ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❆♥❣❧❡t❡rr❡ ❡t ❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s ♣♦✉r
ré❛❧✐s❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡st ❞✐t❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✮ s✐ ❡❧❧❡
❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ✿
✲ ❉❡✉① ♣❡❛✉① ❛♣♣❡❧é❡s ❛✉ss✐ s❡♠❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ♣❛r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❛②❛♥t
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ❈❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬é❧❛s✲
t✐❝✐té é❧❡✈é ❡t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ rés✐st❛♥❝❡ à ❧❛ tr❛❝t✐♦♥ ❡t à ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳
✲ ❈÷✉r ♦✉ â♠❡ ❝♦♥st✐t✉é ♣❛r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❧é❣❡r ❡t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♠é✲
❝❛♥✐q✉❡✳ ❈❡ ♠❛tér✐❛✉ rés✐st❡ ❜✐❡♥ ❛✉① ❡✛♦rts ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳
▲❡s s❡♠❡❧❧❡s ❡t ❧✬â♠❡ s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛ss❡♠❜❧é❡s ♣❛r ❝♦❧❧❛❣❡ ♦✉ ♣❛r s♦✉❞❛❣❡✳ ▲❡
♠❛tér✐❛✉ ❞❡ ❝÷✉r ❡t ❞❡ ♣❡❛✉ ♣❡✉t êtr❡ ✐s♦tr♦♣❡ ♦✉ ♦rt❤♦tr♦♣❡✱ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♦✉ ✐♥❤♦♠♦✲
❣è♥❡✳ ▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ r✐❣✐❞✐té ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ rés✐st❛♥❝❡ à
✶✵
✷✳✷✳ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚ ❉❊ P▲❆◗❯❊❙ ❙❆◆❉❲■❈❍❙ ❊❚ ▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊❙
❧❛ ❢❛t✐❣✉❡ ❡t à ❧❛ ❝♦rr♦s✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s str✉❝t✉r❡s s❛♥❞✇✐❝❤s ♦♣t✐♠✐sés✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ P❧❛q✉❡ s❛♥❞✇✐❝❤
▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬â♠❡ s♦♥t ❡♥ ♥✐❞ ❞✬❛❜❡✐❧❧❡✱ ❡♥ ❜♦✐s ❞❡ ❜❛❧s❛
♦✉ ❡♥ ♠♦✉ss❡✳
▲✬â♠❡ ❡♥ ♥✐❞ ❞✬❛❜❡✐❧❧❡
▲❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡♥ ♥✐❞ ❞✬❛❜❡✐❧❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ♣❛r ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡s à ♣❛rt✐r
❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛tér✐❛✉① t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♣❛♣✐❡r ♦✉ ❧✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡ ♠❛✲
tér✐❛✉ ✈❛r✐❡♥t s❡❧♦♥ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡
❛✉ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❡t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡st ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡s ♣❛r♦✐s ❞❡
❧✬â♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡♥ ♥✐❞ ❞✬❛❜❡✐❧❧❡
▲✬â♠❡ ❡♥ ♥✐❞ ❞✬❛❜❡✐❧❧❡ ♦✉ ♥♦♠♠é❡ ❛✉ss✐ ✬◆✐❞❛✬✱ s❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ▲✬é♣❛✐ss❡✉r ❞✉ ♥✐❞ ❞✬❛❜❡✐❧❧❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 3 ❡t 150mm✳
✕ ▲❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 15 ❡t 160 kg/m3✳
✕ ▲❡s ❡✛♦rts ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s♦♥t ❛❜♦r❜és ♣❛r ❧✬â♠❡✳
✶✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❊❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊
▲✬â♠❡ ❡♥ ♠♦✉ss❡
▲❛ ♠♦✉ss❡ ❡st ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♣❧❛st✐q✉❡ r✐❣✐❞❡ ♦✉ s♦✉♣❧❡ ❞❡ t②♣❡ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐q✉❡ ♦✉
t❤❡r♠♦❞✉r❝✐ss❛❜❧❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡♥ ♠♦✉ss❡
▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❞❡s â♠❡s ❡♥ ♠♦✉ss❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ▲✬é♣❛✐ss❡✉r ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 3 ❡t 40mm✳
✕ ▲❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 30 ❡t 300 kg/m3✳
✕ ▲❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st t❤❡r♠♦❢♦r♠❛❜❧❡ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ❞❡s ♣✐è❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
▲✬â♠❡ ❡♥ ❜♦✐s ❞❡ ❜❛❧s❛
▲✬â♠❡ ❡♥ ❜♦✐s ❞❡ ❜❛❧s❛ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ rés✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❣râ❝❡ à ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✜❜r❡s ❞✉ ❜❛❧s❛ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❡❛✉① ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡♥ ❜♦✐s ❞❡ ❜❛❧s❛
▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❞❡s â♠❡s ❡♥ ❜♦✐s ❞❡ ❜❛❧s❛ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s s❛♥❞✇✐❝❤s ❞❡ ❤❛✉t❡ rés✐st❛♥❝❡ ❡t ❧é❣èr❡s✳
✕ ▲❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 40 ❡t 250 kg/m3
✕ ▲❡ ♠❛tér✐❛✉ ❛❞♠❡t ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ rés✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳
✶✷
✷✳✸✳ ❊❚❯❉❊ ❱■❇❘❆❚❖■❘❊ ❉❊❙ P▲❆◗❯❊❙
✷✳✸ ❊t✉❞❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s
P❧✉s✐❡✉rs t❤é♦r✐❡s ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡✳ ❈❤❛q✉❡ t❤é♦r✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❧❛q✉❡s✳ ❈❡s str✉❝t✉r❡s
s♦♥t ❝❧❛ssé❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❣é♦♠étr✐❡ ♦✉ s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ s✉❜✐❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡s
❝❧❛ss❡r ❛✉ss✐ s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✿ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♦✉ ✢❡①✐♦♥✱ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♦✉
♥♦♥ ❞✉ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛s♣❡❝t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
♣❧❛q✉❡s ❞♦♥t ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ é♣❛✐ss❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
tr❛♥s✈❡rs❛❧✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲♦✈❡✲❑✐r❝❤❤♦✛✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼✐♥❞❧✐♥ ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❣❧✐❣é❡s✳
❙♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s
▲❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♦♥t ét❛❜❧✐ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥
❝❤❛♠♣ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ à ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♣♣✉②é❡s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ❈❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠✲
♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs éq✉✐♣❡s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞✬✉♥ s✐è❝❧❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été ét❛❜❧✐❡s ♣♦✉r ✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡✳ ❊♥ ✶✽✼✼✱ ▲❡✈② ❬✽✵❪ ❛ ♣rés❡♥té ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛q✉❡s
✐s♦tr♦♣❡s r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡♥ ✢❡①✐♦♥✳ P❛❣❛♥♦ ✭❬✽✶❪✱ ❬✽✷❪✱❬✽✸❪✮ ❛ ❝♦♥❝❡♥tré s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s✳ ■❧ ❛ ❞♦♥♥é ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣❧❛q✉❡s str❛t✐✜é❡s ❡t s❛♥❞✇✐❝❤s ❬✽✷❪✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛✉t♦✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❡❧ ❡t tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❑✉❧❦❛♥✐ ❬✽✹❪ ❡t ❙r✐♥✐✈❛s ❬✽✺❪✱ ❬✽✻❪✱❬✽✼❪ ♦♥t ❞♦♥♥é
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♣♦✉r ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❊♥ ✶✾✾✶✱ ❘❡❞❞② ❬✼✽❪
❛ ❞♦♥♥é ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ♦r✲
t❤♦tr♦♣❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s s②♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❛ ✢❡①✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s st❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ◆♦✉r ❬✼✾❪ ❛ ♣rés❡♥té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ♣♦✉r ❝❡s str✉❝t✉r❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❈❧❛ss✐❝❛❧ ❧❛♠✐♥❛t❡❞ ♣❧❛t❡✲❚❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s str❛t✐✜é❡s ✭❈▲❚✮
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ▲♦✈❡✲❑✐r❝❤❤♦✛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❛ été ❞é❝r✐t❡
❡♥ ✶✽✽✽✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❬✻✺❪ ✿
✲ ▲❡s s❡❝t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧❡s ❛✉ ❢❡✉✐❧❧❡t ♠♦②❡♥ r❡st❡♥t ♥♦r♠❛❧❡s ❛♣rès ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❀
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✢❡①✐♦♥
✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✸✮✳
✲ ▲✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❀ ❝❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s
✶✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❊❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊
❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ✕ ▼♦❞é❧❡ ▲♦✈❡✲❑✐r❝❤❤♦✛
❋✐rst✲❖r❞❡r ❙❤❡❛r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✲ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝✐✲
s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✭❋❙❉❚✮
❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ♥♦♠♠é❡ ❛✉ss✐ ✬t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s é♣❛✐ss❡s✬ ♦✉ ✬▼♦❞è❧❡ ❞❡
▼✐♥❞❧✐♥✲❘❡✐ss♥❡r✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬é♣❛✐s✲
s❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ❘❡✐ss♥❡r ❬✼✺❪ ❛ ♣rés❡♥té ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♦ù
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡ s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ P✉✐s ▼✐♥❞❧✐♥ ❬✼✻❪
❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❜❛sé s✉r ❧❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❬✻✺❪ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s
♥♦r♠❛❧❡s ❛✉ ❢❡✉✐❧❧❡t ♠♦②❡♥ ♥❡ r❡st❡♥t ♣❧✉s ♥♦r♠❛❧❡s ♠❛✐s r❡st❡♥t ♣❧❛♥❡s ❛♣rès ❧❛ ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✐♥❞❧✐♥
✶✹
✷✳✸✳ ❊❚❯❉❊ ❱■❇❘❆❚❖■❘❊ ❉❊❙ P▲❆◗❯❊❙
❍✐❣❤t✲♦❞❡r ❙❤❡❛r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✲❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝✐✲
s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs ✭❍❙❉❚✮
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❘❡❞❞② ❬✼✼❪✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❡s s❡❧♦♥ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❞❡❣ré✳ ❈❡ ❞❡r✲
♥✐❡r ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡s ❞✉ str❛t✐✜é✳
▼♦❞è❧❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✳ ▲❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
str✉❝t✉r❡s✳ ◆❡❧s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✼✸❪ ♣✉✐s ▲✐❜❡rs❝✉ ❬✼✷❪ ♦♥t ❛♥❛❧②sé ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ◆♦♦r ❡t ❛❧ ❬✼✹❪ ♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ ❡t ❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s✳
▼♦❞è❧❡ ③✐❣③❛❣
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ③✐❣③❛❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✮ ❛ été ♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛rr❡r❛ ❬✻✾❪✳
❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ❝♦♥t✐♥✉ s❡❧♦♥ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡
❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡
❡st ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐tés s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ♦♥t été ♠❡♥és✳ ❖ss❛❞③♦✇
❬✼✶❪ ❡t ❑❛r❛♠❛ ❬✼✵❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❛✣♥❡r ❧❡s ❡✛♦rts ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡♥
❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐t❡ ③✐❣③❛❣ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♥✉s ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
 
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❩✐❣✲❩❛❣
❆♣rès ❛✈♦✐r é♥♦♥❝é ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
✶✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❊❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊
♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s q✉✐ ♦♥t ♣✉ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s✳
✷✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s
✷✳✹✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés
▲❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s s♦✐①❛♥t❡✲❞✐① ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ str✉❝t✉r❡
❞✐t❡ ♠❡s❤❧❡ss✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣❛r P✳❍ ❑✉❧❧❛ ❬✶❪✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❝✐t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❉②♥❛♠✐❝
❙t✐✛♥❡ss ▼❡t❤♦❞ ❬✷❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❬✸❪ ♦✉ é❣❛❧❡♠❡♥t ❙♣❡❝✲
tr❛❧ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❬✹❪✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ré❣✐♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ét❛✲
❜❧✐s ♣♦✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ é❧❛st♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❛r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡✛♦rts ❛♣♣❧✐q✉és ❡t
❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥❝❧✉❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ r❛✐❞❡✉rs ❡t ❞❡ ♠❛ss❡✳
❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ét✉❞✐é❡s✳
▲❡s ❝❛❞r❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐és ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✈✐❜r❛✲
t♦✐r❡s q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧s ét❡♥❞✉s✳
▲❛ ❞✐s❝rét✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❡s s♦✉s✲♠❛r✐♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧✬❡❛✉
ét❛♥t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s s♦♥♦r❡s✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
q✉❛♥t à ❧❡✉r ♥✐✈❡❛✉ ❡st r❡q✉✐s❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s r❡st❡♥t ♥♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❤❛✉t❡s ❡t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs
s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été ❝❤❡r❝❤é❡s✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét✉❞❡s ♦♥t été ❞é❞✐é❡s à ❞❡s str✉❝t✉r❡s
s♦❧❧✐❝✐té❡s ♣❛r ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❜❡r❝❡❛✉① ❡t ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜❡r❝❡❛✉ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✷✳✶✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s✳
✷✳✹✳✷ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣ré✲
s❡♥t❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r ❝❡r✲
t❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❘✳❲✳ ❈❧♦✉❣❤ ❡t ❏✳ P❡♥③✐❡♥ ❬✷❪ ♦♥t
♣rés❡♥té ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ♦✉✈r❛❣❡ ❡♥ ✶✾✼✺✳ ❯♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r❣❛✲
♥✐s♠❡s ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜❛sés s✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✳
P❛r♠✐ ❝❡s ❝♦❞❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r P❋❱■❇❆❚ ❬✺❪ ✿ ❝✬❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❛
été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✉ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❆❦❡ss♦♥ ❡♥ ❙✉è❞❡✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❡st ❧✐♠✐té à ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♣❧❛♥❡s ✭♣♦✉tr❡ ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
❝✐t❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ❙❋❱■❇❆❚ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞❡s ❛ss❡♠❜❧❛❣❡s tr✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ t✉❜❡s ✭♣♦✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s ❞❡ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦✮✳ ❊♥ ✶✾✽✸✱ ❛✉ ❈❡♥tr❡ ❞✬❊t✉❞❡s
✶✻
✷✳✹✳ ▼➱❚❍❖❉❊ ❉❊❙ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❈❖◆❚■◆❯❙
 
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ✕ ❇❡r❝❡❛✉ ❞❡ s✉❜♠❡rs✐❜❧❡
❞❡ ❧✬❆❣❡♥❝❡ ❙♣❛t✐❛❧❡ ❊✉r♦♣é❡♥♥❡✱ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❉■❙❚❊▲ ✭❉■❙tr✐❜✉t❡❞ ❊▲❡♠❡♥t✮ ❬✻❪ ❛
été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❛r♠❛t✉r❡s ❞❡ ♣❛♥♥❡❛✉① ❞❡
s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❆
❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❛r❞✐✛ ❧❡ ❝♦❞❡ ❱■❈❖◆❖P❚ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❋✳❲ ❲✐❧❧✐❛♠s ❬✼❪✳ ❈❡
❝♦❞❡ ❡st ❞❡st✐♥é à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ♣r✐s♠❛t✐q✉❡s ❛ss❡♠❜❧é❡s✳ ❊♥ ✶✾✽✼✱ ❧❛ ◆❆❙❆
❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❝♦❞❡ ❞é♥♦♠♠é ❇❯◆■❱■❙✲❘●✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❡st ❞❡st✐♥é à ❧✬ét✉❞❡
❞❡s str✉❝t✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❧❡s ♣♦✉tr❡s ❞❡ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦✱ ❧❡s s♦✉s✲str✉❝t✉r❡s ré♣ét✐t✐✈❡s
❡t ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s ♣r✐s♠❛t✐q✉❡s ❬✸✷❪✳ ❊♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ■❉❆✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é
♣❛r ❑✉❧❧❛ ❬✾❪✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❛ss❡♠❜❧❛❣❡s ❞❡ ♣♦✉tr❡s ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡
♣❧❛q✉❡s✳
❊♥ ❋r❛♥❝❡✱ ✉♥ ❝♦❞❡ ♥♦♠♠é ✬❊❚❆P❊✬ ✭❊t✉❞❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐❜✐❧✐té ❞❡s ❆ss❡♠❜❧❛❣❡s
❞❡ P♦✉tr❡s ❊❧❛st✐q✉❡s✮ ❬✸✸❪ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ◆❛✈❛❧❡s ✭❉✳❈✳◆✮✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ♣♦✉r
❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ét✉❞✐é❡s✳ ■❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ❣é♥ér❛✲
❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts
♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❧❛ ❉✳❈✳◆ ❝♦♠♠❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✉tr❡s ❝✐♥tré❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡♠❡♥t
♦✉ ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧❡s✱ ❧❡s ♣❧❛q✉❡s r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝♦q✉❡s ❛①✐s②♠étr✐q✉❡s
❡t r❛✐❞✐❡s✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❧❡s ❝❤❡r✲
❝❤❡✉rs s❡ s♦♥t ❝♦♥✈❛✐♥❝✉s ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s
♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲❛ ✜♥❡ss❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❊♥ t❛♥t q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠❡s❤❧❡ss✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ sér✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ sér✐❡ ❞❡ ▲❡✈②✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s❡❧♦♥ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡
✶✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❊❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊
❧❛ str✉❝t✉r❡ ét✉❞✐é❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡s sér✐❡s✳
❆✉ ❥♦✉r ❞✬❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛ss❡♠❜❧é❡s✱ ❝♦♥st✐t✉é❡s ♣❛r ❞❡s ♣❧❛q✉❡s✱ ❝♦q✉❡s ❡t ♣♦✉tr❡s✳
✷✳✹✳✸ ▲❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
▲✬❛♥❛❧②s❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉① s❡❝t❡✉rs
✐♥❞✉str✐❡❧s✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❝♦♥❝❡r♥❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♠♦t♦r✐sés
s♦✉♠✐s à ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ♦✉ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❞✬❛rt s♦✉♠✐s à ❞❡s s♦❧❧✐❝✐t❛✲
t✐♦♥s s✐s♠✐q✉❡s✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s
s✐♠♣❧❡s ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♦♥t été ♠✐s❡s ❛✉ ♣♦✐♥t✳ ❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ❡t ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳
▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③
▲❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♦♥t rés♦❧✉ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❛r
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦✐t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s♦✐t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s
s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs✳
P❛r♠✐ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③✳
❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡ ❞❡ ◆ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ◆ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t s♦✉s é❝r✐t❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
w(x, y, z) =
N∑
i=1
Ai(t).φi(x, y) ✭✷✳✶✮
♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t Ai s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✳
❆ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡
t②♣❡s ♣♦✉tr❡s✱ ♣❧❛q✉❡s ❡t ❝♦q✉❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ t②♣❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ❡t ❧❡s ❝♦q✉❡s r❛✐❞✐❡s✳ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸❪ ♦♥t ♠❡♥é ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣♦✉r ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ❞❡s ❝♦q✉❡s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s r❛✐❞✐ss❡✉rs ❝✐r❝♦♥❢ér❡♥t✐❡❧s✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❏❛❢❛r✐ ❡t ❇❛❣❤❡r✐ ❬✶✹❪ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦q✉❡ r❛✐❞✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❛✐❞✐ss❡✉rs
❡①t❡r♥❡s✳ ❈❡s r❛✐❞✐ss❡✉rs s♦♥t ❡s♣❛❝és ♥♦♥ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦q✉❡✳ ❘✳❇✳
❇❤❛t ❬✶✶❪ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣r♦♣r❡s
❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❙✳▼✳ ❉✐❝❦✐♥s♦♥ ❡t ❆✳ ❉✐ ❇❧❛s✐♦ ❬✶✷❪ ♦♥t ♦❜t❡♥✉
❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢❛♠❜❡♠❡♥t
❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❡t ♦rt❤♦tr♦♣❡✳ ❊♥✜♥✱ ❇❛r❞❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪
♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣r♦♣r❡s ❞✬✉♥❡
✶✽
✷✳✹✳ ▼➱❚❍❖❉❊ ❉❊❙ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❈❖◆❚■◆❯❙
♣❧❛q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♣♣✉②é❡✳
▼ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s
✉t✐❧✐sé❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s très ❞✐✈❡rs t❡❧s
q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s t❤❡r♠✐q✉❡s✱ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ st❛t✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❛♣✐❞❡✱ ❞✬é❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝✐té✱
❞❡ t❤❡r♠♦é❧❛st✐❝✐té t♦✉t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❧✐♥é❛✐r❡s
♦✉ ♥♦♥✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❡♥ s♦✉s ❞♦♠❛✐♥❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛♣♣❡❧és é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭❊❋✮✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ♣rés❡♥té❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭❊❉P✮ ❞❡
❧✬é❧❛st♦❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s♦♥t rés♦❧✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s rés✐❞✉s ♣♦♥❞érés q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✛❛✐❜❧✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡ s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣rés❡♥t❡r❛✐t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞✬♦r❞r❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ ✭❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❞é✜♥✐❡✱ ✈❛❧❡✉rs ✐♥✜♥✐❡s ✳✳✳✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿
✲ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ❧❡ t❡r♠❡ rés✐❞✉ ♥♦té R(u) t❡❧ q✉❡ ✿
R(u) = L(u) + fv ✭✷✳✷✮
♦ù ▲ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡✱ ✉ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
✐♥❝♦♥♥✉❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ❢✈ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s
❞✉ s②stè♠❡✳
✲ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s ✿
W =
∫
V
< ψ > .R(u)dV ✭✷✳✸✮
♦ù ψ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ψi ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✬●❛❧❡r❦✐♥❡✬✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s ψi é❣❛❧❡s à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
✶✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❊❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊
♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ q✉✐ r❡♥❞ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥é ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧✬ét❛♣❡ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡
✐♥t❡r✈✐❡♥t✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ r❛♠è♥❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ é❧❛st♦❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡
s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳
[M]
{
U¨
}
+ [C]
{
U˙
}
+ [K] {U} = {F} ✭✷✳✹✮
♦ù ✿
[M] r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♠❛ss❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ [C] ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❡t
[K] ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r✳
{U} ❡t {F} s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❞✬❡✛♦rts ❣é♥ér❛❧✐sés✳
U˙ ❡t U¨ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ✈✐t❡ss❡ ❡t ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐❜r❡ ♥♦♥ ❛♠♦rt✐✱ ♣rés❡♥té ♣❛r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♠♦❞❡s ❡t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣r♦♣r❡s
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ (
[K]− ω2[M]) .{U} = {0} ✭✷✳✺✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❢♦r❝é ♥♦♥ ❛♠♦rt✐✱ ♦♥ rés♦✉t ✿(
[K]− ω2[M]) .{U} = {F} ✭✷✳✻✮
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛✲
t✐♦♥✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ② ❛ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ✬❝♦♠♣❧èt❡✬✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥✈❡rs❡r ❧❡ s②stè♠❡ ([K]− ω2[M])
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✬♣✐✈♦t ❞❡ ●❛✉ss✬ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡ ♠❛✐s ❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ❡♥ n
éq✉❛t✐♦♥s ❞é❝♦✉♣❧é❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
miu¨i + kiui = fi ✭✷✳✼✮
♦ù fi ❡st ❧❛ ❢♦r❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ ✐ ❀ ui ❡st ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠♦❞❛❧ ❡♥ ❝❤❛q✉❡
♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❡st ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❡st ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞é✜♥✐ ❞❡ ♠♦❞❡s i q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❜❛s❡✳ ▲✬❛✉tr❡
♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ✬❝♦♠♣❧èt❡✬ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
✷✵
✷✳✹✳ ▼➱❚❍❖❉❊ ❉❊❙ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❈❖◆❚■◆❯❙
❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts r❡t❡♥✉❡✳
P❧✉s✐❡✉rs éq✉✐♣❡s s❡ s♦♥t s♣é❝✐❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳
❇❛t♦③ ❡t ❉❤❛tt ♦♥t ♣rés❡♥té ❞❡ ❢❛ç♦♥ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡
str✉❝t✉r❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ♣♦✉tr❡s ❬✶✺❪✱ ♣❧❛q✉❡ ❬✶✻❪ ❡t ❝♦q✉❡s ❬✶✼❪✳ ❖✳❈ ❩✐❡❦✐❡✇✐❝③ ❬✶✾❪ ❡t
❛❧✳ ♦♥t ❞ét❛✐❧❧é ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉tr❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ♣❧❛q✉❡ ❡t ❝♦q✉❡✳ Pr✐♦♦r ❡t ❇❛r❦❡r ❬✷✵❪ s♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝❤❡r❝❤❡✉rs q✉✐ ♦♥t
❞é✈❡❧♦♣♣é ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❡s str❛t✐✜és ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡
❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧✳ ●r♦✈❡r ❬✷✶❪ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❧❛ ▼❊❋ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧✲
t✐❝♦✉❝❤❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❡t ❧❡s ♣❧❛q✉❡s s❛♥❞✇✐❝❤s✳ ◆❣✉②❡♥✲❳✉❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪ ♦♥t ❡①♣❧✐q✉é
❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛q✉❡s s❛♥❞✇✐❝❤s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ❙❝✐✉✈❛ ❬✷✸❪ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❛ ▼❊❋ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧❛q✉❡s r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♠✉❧✲
t✐❝♦✉❝❤❡s✳
❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ét✉❞❡s ❛♥tér✐❡✉r❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞❡s
❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡t ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s s♣é❝✐✜q✉❡s ♣❛r❢❛✐✲
t❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés ❛✉ ♣r♦❝❡ss ✐♥❞✉str✐❡❧ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛
❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❛✉① ét✉❞❡s ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳
P♦✉r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❧❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s s♦❧❧✐❝✐tés
♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ♠♦❞❛❧❡✳ ❈❡❝✐ ❛♠è♥❡ à ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s✳
▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♠❛✐❧❧❡r ✜♥❡♠❡♥t ❛✉
❞étr✐♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ r❡st❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs✳
P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♥é❝❡s✲
s✐t❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ très ✜♥✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ à ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣✉✐ss❛♥t❡s✳
▼ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s ✭❇❊▼✮ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ét✉❞✐é ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❬✷✹❪✳ ❈❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥tér✐❡✉rs ❡t ❧❡s q✉❛♥t✐tés s✉r ❧❡s ❜♦r❞s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛✲
❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ét❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ♣❧❡✐♥❡✱ ♥♦♥
s②♠étr✐q✉❡ ♠❛✐s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ❧❡ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✐s❝rét✐sé✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❇❊▼
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ▼❊❋✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝❤❡r✲
✷✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❊❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊
❝❤❡✉rs ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❆❧❜✉q✉❡rq✉❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✺❪✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦✲
tr♦♣❡ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ♦ù ❧❡s ❜♦r❞s s♦♥t s♦✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♣♣✉②és s♦✐t ❡♥❝❛strés✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞♠❡t q✉❡❧q✉❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts
❧✐és à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ●r❡❡♥ r❡st❡
❞é❧✐❝❛t❡✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t s❡ ♣rés❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧ ♦❜t❡♥✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ♣❧❡✐♥✳
■❧ ❞♦✐t êtr❡ rés♦❧✉ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ✿
✕ ▲❛ ✜♥❡ss❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❀
✕ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡s sér✐❡s✳
✷✳✹✳✹ ▲❛ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ❊❧é♠❡♥ts ❈♦♥t✐♥✉s
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✬é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✬ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① t❡r♠❡s ✿
✕ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ✬é❧é♠❡♥t✬ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❞❡s s♦✉s✲str✉❝t✉r❡s s✐♠♣❧❡s ♦✉ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✳
✕ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ✬❝♦♥t✐♥✉✬ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❝♦♥t✐✲
♥✉❡ ❡t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✐♥✜♥✐✳
P❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✿
❊❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ♣♦✉tr❡
▲❡s ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣és s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ❧❡s ♣♦✉tr❡s ❞r♦✐t❡s✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❬✷✻❪ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡s ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❡✛♦rts ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ t②♣❡ ✿ ❡✛♦rts✱ ♠♦♠❡♥ts✱ ✢è❝❤❡s ❡t r♦t❛t✐♦♥ ❛✉①
❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❝❤❛♥❣❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡
str✉❝t✉r❡✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳ ▲❛ ▼❊❈ ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡
✉♥ s②stè♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω✱ ❡st s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
[K(ω)]{U} = {F} ✭✷✳✽✮
♦ù [K(ω)] ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ {U} ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts
❡t {F} ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
✜①é ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞♦♥♥é✳
❉❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r
✷✷
✷✳✹✳ ▼➱❚❍❖❉❊ ❉❊❙ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❈❖◆❚■◆❯❙
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é♣❡♥❞
à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st✐q✉❡s ❡t ♠❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞✐t❡s
❧✐❜r❡s✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❡❧✐❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❡✛♦rts ♣❛r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡✲
♠❡♥ts s❛♥s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ ❛✉① ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r
❧❡s ♣♦✉tr❡s ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥é❡s✳ ❊♥ ❆♥❣❧❡t❡rr❡✱ ❇❛♥❡r❥❡❡ ❬✸✹❪ ❛ ♣rés❡♥té ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ t②♣❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉
❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢❡①✐♦♥✲t♦rs✐♦♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✸✷❪ ♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❧❛ ▼❊❈ ♣♦✉r ❞é✲
t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✉r ❢♦♥❞❛t✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❇❡♥✐❝♦✉rt ❡t ❉✉❢♦r❡t ❬✸✸❪ ♦♥t ét❛❜❧✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡
♣♦✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s ❞❡ t②♣❡s ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ♦ù ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t str✉❝t✉r❛❧ s♦♥t
♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❈❛♣r♦♥ ❡t ❲✐❧❧✐❛♠s
❬✸✺❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡
❡♥ t♦rs✐♦♥ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ é❧❛st✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛❞r❡✱ ▼♦♥t❛❧✈❡❛♦ ❬✸✻❪ ❛
❛♣♣❧✐q✉é ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ✈✐❜r❛♥t ❤♦rs ❞❡ s♦♥ ♣❧❛♥✳
▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦♥t ♣♦✉ssé ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ s✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬é❧❛st♦✲
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ré❣✐♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✳ ❊♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❈❛s✐♠✐r ❛ ❝♦♥st✐✲
t✉é ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s ✭❬✸✼❪✱ ❬✸✽❪✮✳ ■❧ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é
✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✳ ❊♥ ✷✵✵✸✱ ❝❡ ❝❤❡r❝❤❡✉r ❛ ❛♣♣❧✐q✉é ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✉tr❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t ❣❛✉❝❤❡s ❬✸✾❪✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❚♦✉♥s✐ ❡t ❛❧✳ ♦♥t
❞é✈❡❧♦♣♣é ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥
❛♥♥❡❛✉ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❬✹✵❪✳ ▲❡❡ ❬✹❪ ❛ ❛♣♣❧✐q✉é ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s♣❡❝tr❛✉① ♣♦✉r ♣ré✲
s❡♥t❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s
❞❡s ♣♦✉tr❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s à ♣❧✐s ✈✐s❝♦é❧❛st✐q✉❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡s ❡♥ r♦t❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐❜r❛t♦✐r❡✱ ❇❛♥❡r❥❡❡ ❡t ❛❧✳ ✭❬✹✶❪✱ ❬✹✷❪✮ ❡t ❍♦✇s♦♥ ❬✹✸❪
♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❛ ▼❊❈ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❡t ❧❡s ♣♦✉tr❡s s❛♥❞✇✐❝❤s✳ ❑✐♠ ❡t ❛❧✳❬✹✹❪
♦♥t tr❛✐té ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣♦✉tr❡s à ♣❛r♦✐s ♠✐♥❝❡s✳
❊❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ♣❧❛q✉❡
P♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ♣❧❛q✉❡✱ ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ♦♥t été ♠✐s❡s
❡♥ ÷✉✈r❡ ✿ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲♦✈❡✲❑✐r❝❤❤♦✛ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❘❡✐ss♥❡r✲▼✐♥❞❧✐♥✳ P♦✉r ❧❡s
♣♦✉tr❡s✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡s ❡①❛❝t❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣❧❛q✉❡s✱ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✬❡①✐st❡♥t ♣❛s✳ ■❧ ❡st ❢❛✐t ❛♣♣❡❧
à ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡♥ sér✐❡✳
✷✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❊❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊
❉✳❏✳ ●♦r♠❛♥ ❬✹✺❪ ❛ ♣rés❡♥té ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts tr❛♥s✲
✈❡rs❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s❡r ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✐♠♣❧❡s✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦♥t été rés♦❧✉❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
sér✐❡s ❞❡ ▲❡✈②✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡t ❧❡s
♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❡t ▼✐♥❞❧✐♥ ❬✹✻❪✳ ■❧ ❛ ❡♥s✉✐t❡ ❝♦✉♣❧é s❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❬✹✼❪✳
P✳ ❍❛❣❡❞♦r♥ ❡t ❛❧✳ ❬✹✽❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●♦r♠❛♥ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s s♦✲
❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❈❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ♠✐s❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡ sér✐❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✿ Am✱ Bm✱ Cm ❡t Dm✳ ❈❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥t ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡✛♦rts ❣é♥ér❛❧✐sés ❡t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥s✉✐t❡ à ✐♥✈❡rs❡r ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ P✳❍ ❑✉❧❧❛ ❬✶✱ ✺✺❪ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ▲❡✈② ❬▲❊❱✾✾❪ ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❡♥ ✢❡①✐♦♥✳
❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●♦r♠❛♥ ❡t ❑✉❧❧❛ ❬✺✺❪✱ ❋❧❡✉r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✺✻❪ ♦♥t ❞♦♥♥é
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
▲❡❡ ❬✹❪ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡s sér✐❡s ❞❡ ▲❡✈② ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s♣❡❝tr❛✉①✳
❆ ❝❡ t✐tr❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▲❡❡ s❡ s♦♥t ❧✐♠✐tés à ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❛②❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❧✐♠✐t❡s s✐♠♣❧❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❈❛s✐♠✐r ❡t ❛❧ ❬✺✼❪ ♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
sér✐❡s ❞❡ ▲❡✈② ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❉♦♥❛❞♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✺✽❪ ♦♥t
❛♣♣❧✐q✉é ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ r❡♥❢♦r❝é❡✳
❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❇♦s❝♦❧♦ ❡t ❇❛♥❡r❥❡❡ ❬✺✾❪ ♦♥t ♣rés❡♥té ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣❧❛q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ♦♥t ❛♥❛❧②sé ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❞❡ ▼✐♥❞❧✐♥ ❡♥ t❡♥❛♥t
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❬✻✵❪✳ ❉♦③✐♦ ❬✺✵❪ ❛ ✉t✐❧✐sé
❧❡s sér✐❡s ❞❡ ▲❡✈② ❬✺✶❪ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ♦ù ❧❡s ❜♦r❞s ♦♣♣♦sés s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♣♣✉②és✳ ❚❤✐♥❤ ❡t ❛❧✳ ❬✺✷❪
♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❛♣♣✉②é❡ ❞❡ t②♣❡ ❲✐♥❦❧❡r ❡t P❛st❡r♥❛❦ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs s❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s✳
❚❤❛✐ ❛♥❞ ❑✐♠ ❬✺✸❪ ♦♥t ❡♠♣❧♦②é ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ▲❡✈② ❡t ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ❞❡ ▼✐♥❞✲
❧✐♥ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡✳ ■❧s ♦♥t ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ❞❡✉①
❜♦r❞s ♦♣♣♦sés s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♣♣✉②és ❡t ✐❧s ♦♥t ❝❤❛♥❣é ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r
❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❜♦r❞s✳ ❉❡ s♦♥ ❝♦té✱ ▲❡✐ss❛ ❬✺✹❪ ❛ ♣rés❡♥té ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❜♦r❞s ♦♣♣♦sés s♦♥t
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♣♣✉②és✳
❊❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❞❡ ❝♦q✉❡s ❛①✐s②♠étr✐q✉❡s ✿
▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝♦q✉❡s s♦♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✲
❞✉str✐❡❧✳ ❉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬é❧é♠❡♥t✳
✷✹
✷✳✹✳ ▼➱❚❍❖❉❊ ❉❊❙ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❈❖◆❚■◆❯❙
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❜❛sé❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❘❡✐ss♥❡r ❡t t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❑❛❧♥✐♥ ❬✻✶❪ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦q✉❡s ❛①✐s②♠étr✐q✉❡s ♠✐♥❝❡s ❡t
é♣❛✐ss❡s✳
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦r❞♦♥♥é❡s
❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ♥♦té (s, θ, ϕ) ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦q✉❡✳ P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡
❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❡♥ tr♦✐s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♥♦♠♠és us, v, w s❡❧♦♥ s✱ θ ❡t ϕ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❡t ❞❡✉① r♦t❛t✐♦♥s βϕ ❡t βθ✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❛❞♠❡t tr♦✐s ♠♦♠❡♥ts Ms,Mθ,Msθ
❡t ❝✐♥q ❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s Ns, Nθ, Nsθ, Ts, Tθ✳ ▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à
r❛♠❡♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞✬♦r❞r❡ ✶✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ♥♦♠♠é E ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱
❞❡s r♦t❛t✐♦♥s✱ ❞❡s ❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s ❡t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡st ♣rés❡♥té
♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ✿
dEm
ds
= ∆m(s, ω)Em ✭✷✳✾✮
❆✈❡❝ ✿ E = (us, v, w, βϕ, βθ, Ns, Nθs, Ts,Ms,Mθs)−1
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ T(0, ω) = I✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡
Km(ω) ✐♥t❡r✈✐❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
[Km(ω)] =
[
T12
−1(ω)T11(ω) T12
−1(ω)
T21(ω)−T22(ω)T12−1(ω)T11(ω) T22(ω)T12−1(ω)
]
✭✷✳✶✵✮
❖♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ [∆(ω)] ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ré✲
♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦q✉❡s ❛♠♦rt✐❡s✳ ❊♥ s❡ ré❢ér❛♥t à ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ▲❡ ❙♦✉r♥❡ ❬✻✷❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝♦q✉❡s ♠✐♥❝❡s ❛①✐✲
s②♠étr✐q✉❡s ✭❝②❧✐♥❞r❡ ❡t ❝ô♥❡s✮ ❡t ❞❡s ❝♦q✉❡s t♦r✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ❝♦✉❞❡s✳ ▲❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛s✐♠✐r ❡t ❛❧✳ ❬✻✸❪ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞❡s ❝♦q✉❡s é♣❛✐ss❡s ❞❡
t②♣❡ ❘❡✐ss♥❡r✴▼✐♥❞❧✐♥✳ ■❧s ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ♣♦✉r ❞ét❡r✲
♠✐♥❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬é❧é♠❡♥t✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ q✉✐
❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❛ ♣✉ êtr❡ ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❑❤❛❞✐♠❛❧❧❛❤ ❡t ❛❧✳ ❬✻✹❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡✱ s♦✐t ✐♥t❡r♥❡ s♦✐t
❡①t❡r♥❡✱ à ❧❛ ❝♦q✉❡ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡✳
✷✳✹✳✺ ▲❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞♦♥♥❡✱
❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥✉✲
♠ér✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❣é♥èr❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts s❛♥s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❛♥s ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❛ ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✷✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❊❚❯❉❊ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■◗❯❊
✕ ❊❧❧❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ ❛✉① ré♣♦♥s❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣♦sé❡s ♣❡t✐t❡s✳
✕ ❊❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ❡t ❧❡✉rs ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✳ ❊♥✲
s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té q✉❡❧q✉❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡s ♣❧❛q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❝♦♥t✐♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s✳ ▲❡s ❛✈❛♥✲
t❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ é❧é✲
♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s q✉✐ ✈✐❡♥t ❡♥r✐❝❤✐r ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡
é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t
❡st ♠❡♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳
✷✻
✸ ❊❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦✲
tr♦♣❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡
s❡❧♦♥ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❛ été ❞é❝r✐t❡ ♣❛r
❈❛s✐♠✐r ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❡t ♣❛r ◆❣✉②❡♥ ❬✽✽❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ s❛ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥❞❧✐♥✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❡st
ét❡♥❞✉❡ ✐❝✐ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♦rt❤♦tr♦♣❡s✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿
✕ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ❞❡ ❑✐r❝❤✲
❤♦✛✳
✕ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❧❛q✉❡✳
✕ ❡♥✜♥✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ré✲
s✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡✉① ✐ss✉s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s é❧é♠❡♥t ✜♥✐s✳
✸✳✷ ❋❧❡①✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ♦rt❤♦tr♦♣❡s
✸✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡
▲✬é❧é♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ❞❡ ❑✐r✲
❝❤❤♦✛ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2a×2b ❡t ❞✬é♣❛✐ss❡✉r h ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ❚♦✉t ♣♦✐♥t ▼ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
(x, y, z) ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❧❛q✉❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

−a ≤ x ≤ a
−b ≤ y ≤ b
−h
2
≤ z ≤ h
2
✭✸✳✶✮
✷✼
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x 
y 
z 
O 
2b 
2a 
h 
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ●é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡
▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❢❡✉✐❧❧❡t ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿


−a ≤ x ≤ a
−b ≤ y ≤ b
z = 0
✭✸✳✷✮
✸✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦rt❤♦tr♦♣✐❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡
▲❡ ♠❛tér✐❛✉ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♦rt❤♦tr♦♣❡✱ ❛②❛♥t ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ E1 ✿ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x
✕ E2 ✿ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ tr❛♥s✈❡rs❛❧ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ y
✕ G12 ✿ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜
✕ ν12 ✿ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥
✕ ρ ✿ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡
▲❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✬♦rt❤♦tr♦♣✐❡ ✶ ❡t ✷ s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝
❧❡s ❛①❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ x ❡t y✳
✸✳✷✳✸ ❍②♣♦t❤ès❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s
▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡
❛✉ ❢❡✉✐❧❧❡t ♠♦②❡♥ r❡st❡ ♥♦r♠❛❧❡ à ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❞é✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ M(x, y, z) s✐t✉é ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❧❛q✉❡ ❡st
✷✽
✸✳✷✳ ❋▲❊❳■❖◆ ❉❊ ❑■❘❈❍❍❖❋❋ ❉❊❙ P▲❆◗❯❊❙ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊❙
❛❧♦rs r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ ✿


u(x, y, z, t) = −z ∂W
∂x
v(x, y, z, t) = −z ∂W
∂y
w(x, y, z, t) = W (x, y, t)
✭✸✳✸✮
u✱ v✱ w s♦♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✉ ♣♦✐♥t M s❡❧♦♥ ❧❡s ❛①❡s x✱ y ❡t z✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ W
❡st ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t z✳
▲❡s r♦t❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡s ❛①❡s x ❡t y s♦♥t ♥♦té❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r βx ❡t βy ❡t s❡
❞é✜♥✐ss❡♥t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹ ✿


βx = −∂W∂x
βy = −∂W∂y
✭✸✳✹✮
✸✳✷✳✹ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❧❛♥❡s✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❛①❡s (1, 2, 3) ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✿

σ11 = Q11ǫ11 +Q12ǫ22
σ22 = Q12ǫ11 +Q22ǫ22
σ12 = Q66ǫ12
✭✸✳✺✮
σ11✱ σ22✱ σ12 s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳ ǫ11✱ ǫ22✱ ǫ12
s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s Qij s♦♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐ ❞é✲
♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✳


Q11 =
E1
1−ν12ν21
Q22 =
E2
1−ν12ν21
Q12 =
ν12E2
1−ν12ν21
= ν21E1
1−ν12ν21
Q66 = G12
✭✸✳✻✮
✸✳✷✳✺ ❊✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s
▲❡s ❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ s♦♥t ❞é✜♥✐s✱ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
❛✉ ❢❡✉✐❧❧❡t ♠♦②❡♥✱ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r h ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡s ❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✷✾
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✕ ▲❡s ❡✛♦rts tr❛♥❝❤❛♥ts ✿
Tx =
∫ h/2
−h/2
σxzdz✱ Ty =
∫ h/2
−h/2
σyzdz ✭✸✳✼✮
✕ ▼♦♠❡♥ts ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ✿
Mx =
∫ h/2
−h/2
zσxxdz✱ My =
∫ h/2
−h/2
zσyydz ✭✸✳✽✮
✕ ▼♦♠❡♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ✿
Mxy =
∫ h/2
−h/2
zσxydz ✭✸✳✾✮
▲❡s ♣❡t✐t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✸✳✺✮ s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✽✱ ✸✳✾✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡✛♦rts✲
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ 

Mx = −h312Q11 ∂
2W
∂x2
− h3
12
Q12
∂2W
∂y2
My = −h312Q12 ∂
2W
∂x2
− h3
12
Q22
∂2W
∂y2
Mxy = −2h312Q66 ∂
2W
∂x∂y
✭✸✳✶✵✮
✸✳✷✳✻ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❡t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ▲♦✈❡✲❑✐r❝❤❤♦✛✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥ s✬é❝r✐t ✿
∂2Mx
∂x2
+ 2
∂2Mxy
∂x∂y
+
∂2My
∂y2
= ρh
∂2W
∂t2
✭✸✳✶✶✮
❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡✛♦rt✴❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭✸✳✶✵✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
✭✸✳✶✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ✿
Dx
∂4W
∂x4
+Dxy
∂4W
∂x2∂y2
+Dy
∂4W
∂y4
= ρh
∂2W
∂t2
✭✸✳✶✷✮
♦ù Dx✱ Dy ❡t Dxy s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
♣❛r ✿ 

Dx = −h312Q11
Dxy = −h36 Q12 − 4h
3
12
Q66
Dy = −h312Q22
✭✸✳✶✸✮
P♦✉r ✉♥ ré❣✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ét❛❜❧✐ ❞❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣
❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t W ♣❡✉t êtr❡ é❧✐♠✐♥é❡✱ ♦♥ é❝r✐t ✿
W (x, y, t) = W0(x, y)e
iωt ✭✸✳✶✹✮
✸✵
✸✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ P❖❯❘ ❯◆❊ P▲❆◗❯❊
❖❘❚❍❖❚❘❖P❊
❉✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✹✮ ❡t ✭✸✳✶✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿
Dx
∂4W0
∂x4
+Dxy
∂4W0
∂x2∂y2
+Dy
∂4W0
∂y4
= −ρhω2W0 ✭✸✳✶✺✮
W0(x, y) ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t W ❞❡ t♦✉t ♣♦✐♥t s✐t✉é s✉r ❧❡ ❢❡✉✐❧❧❡t
♠♦②❡♥✳
✸✳✷✳✼ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t rés♦✉❞r❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✭✸✳✶✺✮ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❧✐❜r❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❡✛♦rt q✉✐
s♦♥t ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳
▲❡s ❡✛♦rts ✐♠♣♦sés s♦♥t s♦✐t ❞❡s ❡✛♦rts tr❛♥s✈❡rs❡s s♦✐t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ✢❡①✐♦♥ s✉r
❧❡s q✉❛tr❡ ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ P♦✉r t♦✉t ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❝❡s ❜♦r❞s r❡st❡♥t ❧✐❜r❡s ❞❡ t♦✉t
♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❛✉❝✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♥✬❡st ✐♠♣♦sé✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✬é❝r✐t ✿ {
Tn +
∂Mns
∂s
= Fz
Mn =Mn ✭✸✳✶✻✮
♦ù Fz ❡st ❧✬❡✛♦rt tr❛♥s✈❡rs❡ ✐♠♣♦sé ❡t Fn + ∂Mns∂s ❧✬❡✛♦rt ✐♥t❡r♥❡ ❡✛❡❝t✐❢✳ ▲❡s ❞❡✉①
❧❡ttr❡s n ❡t s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❜♦r❞ ❝♦♥s✐❞éré ✿ s ❛❜s❝✐ss❡
❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❜♦r❞ ❡t n ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ ❜♦r❞✳
✸✳✸ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡
♦rt❤♦tr♦♣❡
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té
❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✸✳✶✺✮ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
✸✳✶✻ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡✛♦rts ❡①t❡r♥❡s ❡t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts
♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ω✳
✸✳✸✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡st ❞❡
❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ❛✛❡❝tés ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✳
❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❡♥ q✉❛tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ♣✉✐s ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡
❞é❝♦♠♣♦sé❡ ✈✐s à ✈✐s ❞❡ s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❧✐♠✐t❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ●♦r♠❛♥ ❬✹✺❪✳ ▲❡s q✉❛tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ♥♦té❡s s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ✭❙❙✮✱
❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✭❆❆✮✱ s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✭❙❆✮ ❡t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲
s②♠étr✐q✉❡ ✭❆❙✮ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✷✮✳
✸✶
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ●♦r♠❛♥
▲❡s ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s s✉♣❡r♣♦sés ✐♥❞✐q✉❡♥t ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ▲❡s ❞❡✉① tr✐✲
❛♥❣❧❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ♥✉❧ ✭❛♣♣✉✐ s✐♠♣❧❡✮✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s ❝♦✉r❜é❡s
s✐❣♥✐✜❡♥t ✉♥ ♠♦♠❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛①❡s x ❡t y✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s ❞r♦✐t❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ✉♥❡
❢♦r❝❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❛✐♥s✐ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐✲
♠✐t❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧ ② ❛ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡✉① ❜♦r❞s ♦♣♣♦sés
à ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t W (ξ, η) ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿
W0(ξ, η) = WSS(ξ, η) +WAA(ξ, η) +WSA(ξ, η) +WAS(ξ, η) ✭✸✳✶✼✮
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s WSS✱ WAA✱ WSA✱ WAS r❡♣rés❡♥t❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡✱ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱ s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❡t
❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ξ ❡t η✳
❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s ❞❡✉① r♦t❛t✐♦♥s s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t
❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✽✮ ❡t ✭✸✳✶✾✮✳
βx0(ξ, η) = −∂WSS(ξ, η)
∂ξ
− ∂WAA(ξ, η)
∂ξ
− ∂WSA(ξ, η)
∂ξ
− ∂WAS(ξ, η)
∂ξ
✭✸✳✶✽✮
βy0(ξ, η) = −∂WSS(ξ, η)
∂η
− ∂WAA(ξ, η)
∂η
− ∂WSA(ξ, η)
∂η
− ∂WAS(ξ, η)
∂η
✭✸✳✶✾✮
ξ ❛♥❞ η s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡s✳
ξ = x/a ✱ η = y/b ✭✸✳✷✵✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s ✿
Tx(ξ, η) = TxSS(ξ, η) + TxAA(ξ, η) + TxSA(ξ, η) + TxAS(ξ, η) ✭✸✳✷✶✮
✸✷
✸✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ P❖❯❘ ❯◆❊ P▲❆◗❯❊
❖❘❚❍❖❚❘❖P❊
Ty(ξ, η) = TySS(ξ, η) + TyAA(ξ, η) + TySA(ξ, η) + TyAS(ξ, η) ✭✸✳✷✷✮
Mx(ξ, η) = MxSS(ξ, η) +MxAA(ξ, η) +MxSA(ξ, η) +MxAS(ξ, η) ✭✸✳✷✸✮
My(ξ, η) = MySS(ξ, η) +MyAA(ξ, η) +MySA(ξ, η) +MyAS(ξ, η) ✭✸✳✷✹✮
Mxy(ξ, η) = MxySS(ξ, η) +MxyAA(ξ, η) +MxySA(ξ, η) +MxyAS(ξ, η) ✭✸✳✷✺✮
❉❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✽✱ ✸✳✶✾✱ ✸✳✷✶✱ ✸✳✷✷✱ ✸✳✷✸✱ ✸✳✷✹ ❡t ✸✳✷✺✮✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❙❙✱ ❆❆✱ ❙❆
♦✉ ❆❙ ♥✬✐♥❞✐q✉❡ ♣❛s ❧❡ t②♣❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ♠❛✐s ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t W ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st s②♠étr✐❡✲
s②♠étr✐❡✱ ♦♥ ❛ ✿
βxSS = −∂WSS
∂ξ
✭✸✳✷✻✮
βySS = −∂WSS
∂η
✭✸✳✷✼✮
❛❧♦rs βxSS ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ s②♠étr✐❡✲❛♥t✐s②♠étr✐❡ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ βySS ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛♥t✐s②♠étr✐❡✲
s②♠étr✐❡ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡✳
▲✬ét❛♣❡ q✉✐ s✉✐t ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✸✳✶✺✮ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r
W βx βy Mx My Mxy Tx Ty
❙❙ ❆❙ ❙❆ ❙❙ ❙❙ ❆❆ ❆❙ ❙❆
❆❆ ❙❆ ❆❙ ❆❆ ❆❆ ❙❙ ❙❆ ❆❙
❙❆ ❆❆ ❙❙ ❙❆ ❙❆ ❆❙ ❆❆ ❙❙
❆❙ ❙❙ ❆❆ ❆❙ ❆❙ ❙❆ ❙❙ ❆❆
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉① sér✐❡s ❞❡ ▲é✈② ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡r✲
t✐❝❛❧✳ ❈❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡✛♦rts ❡①tér✐❡✉rs ❡t
❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ✐❝✐ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ●♦r♠❛♥✳ ❈❡s ❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t rés♦❧✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉① sér✐❡s ❞❡ ▲❡✈② ❡♥
✸✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆
t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
WSS(ξ, η) =
+∞∑
n=0
1
SSWn(ξ) cosnπη +
+∞∑
n=0
2
SSWn(η) cosnπξ ✭✸✳✷✽✮
1
SSWn ❡t
2
SSWn s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛✐r❡s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✸✳✶✺✮✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✽✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿ 

1
SSWn(ξ) = An
(
e
1xnξ + e−
1xnξ
)
+Bn
(
e
2xnξ + e−
2xnξ
)
2
SSWn(η) = Cn
(
e
3xnξ + e−
3xnξ
)
+Dn
(
e
4xnξ + e−
4xnξ
) ✭✸✳✷✾✮
1xn✱ 2xn✱ 3xn ❡t 4xn s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

1x2n =
Dxy
2φ2Dx
(nπ)2π2 + 1
φ4
√
∆1
2x2n =
Dxy
2φ2Dx
(nπ)2π2 − 1
φ4
√
∆1
3x2n =
Dxy
2Dy
φ2(nπ)2π2 + Dx
Dy
√
∆2
4x2n =
Dxy
2Dy
φ2(nπ)2π2 − Dx
Dy
√
∆2
✭✸✳✸✵✮
❛✈❡❝ ✿ 

∆1 =
D2xy
4D2x
φ4(nπ)4π4 − φ4
(
Dy
Dx
(nπ)4π4 + φ4λ4
)
∆2 =
(npi)4pi4φ4
Dx
(
D2xy
4Dx
−Dy
)
− Dy
Dx
φ4λ4
✭✸✳✸✶✮
❡t λ = ρhω
2a4
Dx
❡t φ = b
a
✳
▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s An, Bn, Cn ❡t Dn s❡r♦♥t é❧✐♠✐♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ❧♦rs ❞❡
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❙❙✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❛✉ss✐ ❡♥
❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ●♦r♠❛♥✳ ❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✮✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t WAA s❡ ❞é❝r✐t
✐❝✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
WAA(ξ, η) =
+∞∑
n=1
1
AAWn(ξ) sin(
(2n− 1)πη
2
) +
+∞∑
n=0
2
AAWn(η) sin(
(2n− 1)πξ
2
) ✭✸✳✸✷✮
1
AAWn ❡t
2
AAWn s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❛✐r❡s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✾✮ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡✈✐❡♥t ✿

1
AAWn(ξ) = An
(
e
1xnξ − e−1xnξ
)
+Bn
(
e
2xnξ − e−2xnξ
)
2
AAWn(η) = Cn
(
e
3xnξ − e−3xnξ
)
+Dn
(
e
4xnξ − e−4xnξ
) ✭✸✳✸✸✮
❛✈❡❝ ✿ 

1x2n =
Dxy
2φ2Dx
( (2n−1)piη
2
)2π2 + 1
φ4
√
∆1
2x2n =
Dxy
2φ2Dx
( (2n−1)piη
2
)2π2 − 1
φ4
√
∆1
3x2n =
Dxy
2Dy
φ2( (2n−1)piη
2
)2π2 + Dx
Dy
√
∆2
4x2n =
Dxy
2Dy
φ2( (2n−1)piη
2
)2π2 − Dx
Dy
√
∆2
✭✸✳✸✹✮
✸✹
✸✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ P❖❯❘ ❯◆❊ P▲❆◗❯❊
❖❘❚❍❖❚❘❖P❊
❛✈❡❝ ✿ 

∆1 =
D2xy
4D2x
φ4( (2n−1)piη
2
)4π4 − φ4
(
Dy
Dx
( (2n−1)piη
2
)4π4 + φ4λ4
)
∆2 =
(
(2n−1)piη
2
)4pi4φ4
Dx
(
D2xy
4Dx
−Dy
)
− Dy
Dx
φ4λ4
✭✸✳✸✺✮
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s An, Bn, Cn ❡t Dn s❡r♦♥t é❧✐♠✐♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✽ ❞❡✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✿
WSA(ξ, η) =
+∞∑
n=1
1
SAWn(ξ) sin(
2n− 1πη
2
+
+∞∑
n=0
2
SAWn(η) cosnπξ ✭✸✳✸✻✮
1
SAWn ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛✐r❡ ❡t
2
SAWn ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✺✮
s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

1
SAWn(ξ) = An
(
e
1xnξ + e−
1xnξ
)
+Bn
(
e
2xnξ + e−
2xnξ
)
2
SAWn(η) = Cn
(
e
3xnξ − e−3xnξ
)
+Dn
(
e
4xnξ − e−4xnξ
) ✭✸✳✸✼✮
❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✽✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

1x2n =
Dxy
2φ2Dx
(2n−1piη
2
)2π2 + 1
φ4
√
∆1
2x2n =
Dxy
2φ2Dx
(2n−1piη
2
)2π2 − 1
φ4
√
∆1
3x2n =
Dxy
2Dy
φ2(nπ)2π2 + Dx
Dy
√
∆2
4x2n =
Dxy
2Dy
φ2(nπ)2π2 − Dx
Dy
√
∆2
✭✸✳✸✽✮
❛✈❡❝ ✿ 

∆1 =
D2xy
4D2x
φ4(2n−1piη
2
)4π4 − φ4
(
Dy
Dx
(2n−1piη
2
)4π4 + φ4λ4
)
∆2 =
(npi)4pi4φ4
Dx
(
D2xy
4Dx
−Dy
)
− Dy
Dx
φ4λ4
✭✸✳✸✾✮
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s An, Bn, Cn ❡tDn s❡r♦♥t é❧✐♠✐♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
❉✬❛♣rès ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t WAS✱ ✐❧ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿
WAS(ξ, η) =
+∞∑
n=0
1
ASWn(ξ) cosnπη +
+∞∑
n=0
2
ASWn(η) sin(
2n− 1πξ
2
) ✭✸✳✹✵✮
1
ASWn ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡
2
ASWn ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛✐r❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✸✳✷✾✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

1
ASWn(ξ) = An
(
e
1xnξ − e−1xnξ
)
+Bn
(
e
2xnξ − e−2xnξ
)
2
ASWn(η) = Cn
(
e
3xnξ + e−
3xnξ
)
+Dn
(
e
4xnξ + e−
4xnξ
) ✭✸✳✹✶✮
✸✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆
❛✈❡❝ ✿


1x2n =
Dxy
2φ2Dx
(nπ)2π2 + 1
φ4
√
∆1
2x2n =
Dxy
2φ2Dx
(nπ)2π2 − 1
φ4
√
∆1
3x2n =
Dxy
2Dy
φ2 2n−1piξ
2
)2π2 + Dx
Dy
√
∆2
4x2n =
Dxy
2Dy
φ2 2n−1piξ
2
)2π2 − Dx
Dy
√
∆2
✭✸✳✹✷✮
❛✈❡❝ ✿ 

∆1 =
D2xy
4D2x
φ4(nπ)4π4 − φ4
(
Dy
Dx
(nπ)4π4 + φ4λ4
)
∆2 =
2n−1piξ
2
)4pi4φ4
Dx
(
D2xy
4Dx
−Dy
)
− Dy
Dx
φ4λ4
✭✸✳✹✸✮
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s An, Bn, Cn ❡tDn s❡r♦♥t é❧✐♠✐♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳
✸✳✸✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞✬✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡
▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ✢❡①✐♦♥✱ ♥♦té❡ [K]✱
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿
✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à é❝r✐r❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥❝♦♥♥✉s W ✱ βx✱ βy✱ Mx✱ My✱
Mxy ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ Am✱ Bm✱ Cm ❡t Dm✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳
✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡s
❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❛✉ss✐ ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳
✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à é❧✐♠✐♥❡r ❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞✬❡✛♦rt ❡t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
❈❛s s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✮ ❡t ✭✸✳✷✽✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts
s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ q✉❛rt ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦✐t êtr❡ tr❛✐té ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t N ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡s sér✐❡s ❞❡ ▲❡✈②✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✽✮ ♣❡✉t
✸✻
✸✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ P❖❯❘ ❯◆❊ P▲❆◗❯❊
❖❘❚❍❖❚❘❖P❊
êtr❡ é❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿


WSS(1, η)
βxSS(1, η)
WSS(ξ, 1)
βySS(ξ, 1)

 =
(
[H10SS(η)] · · · [H1NSS(η)]
[H20SS(ξ)] · · · [H2NSS(ξ)]
)


A0
B0
C0
D0
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✹✹✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❡t ✭✸✳✷✽✮✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❡✛♦rts ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿


FzSS(1, η)
MxSS(1, η)
FzSS(ξ, 1)
MySS(ξ, 1)

 =
(
[G10SS(η)] · · · [G1NSS(η)]
[G20SS(ξ)] · · · [G2NSS(ξ)]
)


A0
B0
C0
D0
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✹✺✮
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛✐t❡r ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥✲
❝♦♥♥✉s s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡✳▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✷✮
❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❝❤♦✐s✐❡s ✿
WSS(1, η) WSS(ξ, 1) βxSS(1, η) βySS(ξ, 1) FzSS(1, η) FzSS(ξ, 1) MxSS(1, η) MySS(ξ, 1)
cos(nπη) cos(nπξ) cos(nπη) cos(nπξ) cos(nπη) cos(nπξ) cos(nπη) cos(nπξ)
❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
▲❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r ❝❡s ❜❛s❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡
❋♦✉r✐❡r ♣♦✉r ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s 2a ❡t 2b✳ ❖♥ é❝r✐t ✿


WSS(1, η)
βxSS(1, η)
WSS(ξ, 1)
βySS(ξ, 1)

 =


a
SSW0 +
∑N
n=1
a
SSWn cos(nπη)
a
SSβx0 +
∑N
n=1
a
SSβxn cos(nπη)
b
SSW0 +
∑N
n=1
b
SSWn cos(nπξ)
b
SSβy0 +
∑N
n=1
b
SSβyn cos(nπξ)

 ✭✸✳✹✻✮
✸✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆
❛✈❡❝ ✿ 

a
SSW0
a
SSβx0
b
SSW0
b
SSβy0
✳✳✳
a
SSWN
a
SSβxN
b
SSWN
b
SSβN


=


1
2
∫ b
−b
WSS(1, η)dη
1
2
∫ b
−b
βxSS(1, η)dη
1
2
∫ a
−a
WSS(ξ, 1)dξ
1
2
∫ a
−a
βySS(ξ, 1)dξ
✳✳✳∫ b
−b
WSS(1, η) cos(nπη)dη∫ b
−b
βxSS(1, η) cos(nπη)dη∫ a
−a
WSS(ξ, 1) cos(nπξ)dξ∫ a
−a
βySS(ξ, 1) cos(nπξ)dξ


✭✸✳✹✼✮
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✷✽✮ ❡t ✭✸✳✹✼✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


a
SSW0
a
SSβx0
b
SSW0
b
SSβy0
✳✳✳
a
SSWN
a
SSβxN
b
SSWN
b
SSβyN


=


1
2
∫ b
−b
[SSH10]dη · · · 12
∫ b
−b
[SSH1M]dη
1
2
∫ a
−a
[SSH20]dξ · · · 12
∫ a
−a
[SSH2M]dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
1
2
∫ b
−b
[SSH10] cos(Nπη)dη · · · 12
∫ b
−b
[SSH1M] cos(Nπη)dη
1
2
∫ a
−a
[SSH20] cos(Nπξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SSH2M] cos(Nπξ)dξ


✭✸✳✹✽✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡✛♦rts ✿


FzSS(1, η)
MxSS(1, η)
FzSS(ξ, 1)
MySS(ξ, 1)

 =


a
SSFz0 +
∑N
n=1
a
SSFzn cos(nπη)
a
SSMx0 +
∑N
n=1
a
SSMxn cos(nπη)
b
SSFz0 +
∑N
n=1
b
SSFz0 cos(nπξ)
b
SSMy0 +
∑N
n=1
b
SSMyn cos(nπξ)

 ✭✸✳✹✾✮
❛✈❡❝ ✿ 

a
SSFz0
a
SSMx0
b
SSFz0
b
SSMy0
✳✳✳
a
SSFzN
a
SSMxN
b
SSFzN
b
SSMyN


=


1
2
∫ b
−b
FzSS(1, η)dη
1
2
∫ b
−b
MxSS(1, η)dη
1
2
∫ a
−a
FzSS(ξ, 1)dξ
1
2
∫ a
−a
MySS(ξ, 1)dξ
✳✳✳∫ b
−b
FzSS(1, η) cos(nπη)dη∫ b
−b
MxSS(1, η) cos(nπη)dη∫ a
−a
FzSS(ξ, 1) cos(nπξ)dξ∫ a
−a
MySS(ξ, 1) cos(nπξ)dξ


✭✸✳✺✵✮
✸✽
✸✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ P❖❯❘ ❯◆❊ P▲❆◗❯❊
❖❘❚❍❖❚❘❖P❊
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❡t ✭✸✳✺✵✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


a
SSFz0
a
SSMx0
b
SSFz0
b
SSMy0
✳✳✳
a
SSFzN
a
SSMxN
b
SSFzN
b
SSMyN


=


1
2
∫ b
−b
[SSG10]dη · · · 12
∫ b
−b
[SSG1M]dη
1
2
∫ a
−a
[SSG20]dξ · · · 12
∫ a
−a
[SSG2M]dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
1
2
∫ b
−b
[SSG10] cos(Nπη)dη · · · 12
∫ b
−b
[SSG1M] cos(Nπη)dη
1
2
∫ a
−a
[SSG20] cos(Nπξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SSG2M] cos(Nπξ)dξ


✭✸✳✺✶✮
▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✹✽✮ ❡t ✭✸✳✺✶✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿


a
SSW0
a
SSβx0
b
SSW0
b
SSβy0
✳✳✳
a
SSWN
a
SSβxN
b
SSWN
b
SSβyN


= [HSS]


A0
B0
C0
D0
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✺✷✮


a
SSFz0
a
SSMx0
b
SSFz0
b
SSMy0
✳✳✳
a
SSFzN
a
SSMxN
b
SSFzN
b
SSMyN


= [GSS]


A0
B0
C0
D0
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✺✸✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ❡st
♦❜t❡♥✉❡ ❛❧♦rs ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✿ ❝✬❡st ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
ét❛♣❡✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ♥♦té❡ KSS✱ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
KSS(ω) = GSS(ω)HSS(ω)
−1 ✭✸✳✺✹✮
❈❛s ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✮✱ ✭✸✳✸✷✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts
s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ q✉❛rt ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✷✮ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
✸✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿


WAA(1, η)
βxAA(1, η)
WAA(ξ, 1)
βyAA(ξ, 1)

 =
(
[H10AA(η)] · · · [H1NAA(η)]
[H20AA(ξ)] · · · [H2NAA(ξ)]
)


A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✺✺✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❡t ✭✸✳✸✷✮✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❡✛♦rts ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿


FzAA(1, η)
MxAA(1, η)
FzAA(ξ, 1)
MyAA(ξ, 1)

 =
(
[G10AA(η)] · · · [G1NAA(η)]
[G20AA(ξ)] · · · [G2NAA(ξ)]
)


A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✺✻✮
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ s♦♥t ♣ré✲
s❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✸✮✳
WAA(1, η) WAA(ξ, 1) βxAA(1, η) βyAA(ξ, 1)
sin( (2n−1)piη
2
) sin( (2n−1)piξ
2
) sin( (2n−1)piη
2
) sin( (2n−1)piξ
2
)
FzAA(1, η) FzAA(ξ, 1) MxAA(1, η) MyAA(ξ, 1)
sin( (2n−1)piη
2
) sin( (2n−1)piξ
2
) sin( (2n−1)piη
2
) sin( (2n−1)piξ
2
)
❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✻✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✿


WAA(1, η)
βxAA(1, η)
WAA(ξ, 1)
βyAA(ξ, 1)

 =


∑N
n=1
a
AAWn sin(
(2n−1)piη
2
)∑N
n=1
a
AAβxn sin(
(2n−1)piη
2
)∑N
n=1
b
AAWn sin(
(2n−1)piξ
2
)∑N
n=1
b
AAβyn sin(
(2n−1)piξ
2
)

 ✭✸✳✺✼✮
✹✵
✸✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ P❖❯❘ ❯◆❊ P▲❆◗❯❊
❖❘❚❍❖❚❘❖P❊
❛✈❡❝ ✿ 

a
AAW1
a
AAβx1
b
AAW1
b
AAβy1
✳✳✳
a
AAWN
a
AAβxN
b
AAWN
b
AAβN


=


∫ b
−b
WAA(1, η) sin(
1piη
2
)dη∫ b
−b
βxAA sin(
1piη
2
)(1, η)dη∫ a
−a
WAA(ξ, 1) sin(
1piξ
2
)dξ∫ a
−a
βyAA(ξ, 1) sin(
1piξ
2
)dξ
✳✳✳∫ b
−b
WAA(1, η) sin(
(2n−1)piη
2
)dη∫ b
−b
βxAA(1, η) sin(
(2n−1)piη
2
)dη∫ a
−a
WAA(ξ, 1) sin(
(2n−1)piξ
2
)dξ∫ a
−a
βyAA(ξ, 1) sin(
(2n−1)piξ
2
)dξ


✭✸✳✺✽✮
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✸✷✮ ❡t ✭✸✳✺✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


a
AAW1
a
AAβx1
b
AAW1
b
AAβy1
✳✳✳
a
AAWN
a
AAβxN
b
AAWN
b
AAβyN


=


∫ b
−b
[AAH10] sin(
piη
2
)dη · · · ∫ b
−b
[AAH1M] sin(
piη
2
)dη∫ a
−a
[AAH20] sin(
piξ
2
)dξ · · · ∫ a
−a
[AAH2M] sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳∫ b
−b
[AAH10] sin(
(2n−1)piη
2
)dη · · · ∫ b
−b
[AAH1M] sin(
(2n−1)piη
2
)dη∫ a
−a
[AAH20] sin(
(2n−1)piξ
2
)dξ · · · ∫ a
−a
[AAH2M] sin(
(2n−1)piξ
2
)dξ


✭✸✳✺✾✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡✛♦rts ✿


FzAA(1, η)
MxAA(1, η)
FzAA(ξ, 1)
MyAA(ξ, 1)

 =


∑N
n=1
a
AAFzn sin(
(2n−1)piη
2
)∑N
n=1
a
AAMxn sin(
(2n−1)piη
2
)∑N
n=1
b
AAFz0 sin(
(2n−1)piξ
2
)∑N
n=1
b
AAMyn sin(
(2n−1)piξ
2
)

 ✭✸✳✻✵✮
❛✈❡❝ ✿ 

a
AAFz1
a
AAMx1
b
AAFz1
b
AAMy1
✳✳✳
a
AAFzN
a
AAMxN
b
AAFzN
b
AAMyN


=


∫ b
−b
FzAA(1, η) sin(
piη
2
)dη∫ b
−b
MxAA(1, η) sin(
piη
2
)dη∫ a
−a
FzAA(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ∫ a
−a
MyAA(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳∫ b
−b
FzAA(1, η) sin(
(2n−1)piη
2
)dη∫ b
−b
MxAA(1, η) sin(
(2n−1)piη
2
)dη∫ a
−a
FzAA(ξ, 1) sin(
(2n−1)piξ
2
)dξ∫ a
−a
MyAA(ξ, 1) sin(
(2n−1)piξ
2
)dξ


✭✸✳✻✶✮
✹✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❡t ✭✸✳✻✶✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


a
AAFz1
a
AAMx1
b
AAFz1
b
AAMy1
✳✳✳
a
AAFzN
a
AAMxN
b
AAFzN
b
AAMyN


=


1
2
∫ b
−b
[AAG10] sin(
piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[AAG1M] sin(
piη
2
)dη
1
2
∫ a
−a
[AAG20] sin(
piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[AAG2M] sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
1
2
∫ b
−b
[AAG10 sin(
(2n−1)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[AAG1M sin(
(2n−1)piη
2
)dη
1
2
∫ a
−a
[AAG20] sin(
(2n−1)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[AAG2M] sin(
(2n−1)piξ
2
)dξ


✭✸✳✻✷✮
▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✺✾✮ ❡t ✭✸✳✻✷✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿


a
AAW1
a
AAβx1
b
AAW1
b
AAβy1
✳✳✳
a
AAWN
a
AAβxN
b
AAWN
b
AAβyN


= [HAA]


A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✻✸✮


a
AAFz1
a
AAMx1
b
AAFz1
b
AAMy1
✳✳✳
a
AAFzN
a
AMxN
b
AAFzN
b
AAMyN


= [GAA]


A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✻✹✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ✿
KAA(ω) = GAA(ω)HAA(ω)
−1 ✭✸✳✻✺✮
❈❛s s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
✹✷
✸✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ P❖❯❘ ❯◆❊ P▲❆◗❯❊
❖❘❚❍❖❚❘❖P❊
❉✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✮ ❡t ✭✸✳✸✻✮✱ ♦♥ é❝r✐t ✿


WSA(1, η)
βxSA(1, η)
WSA(ξ, 1)
βySA(ξ, 1)

 =
(
[H10SA(η)] · · · [H1NSA(η)]
[H20SA(ξ)] · · · [H2NSA(ξ)]
)


C0
D0
A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✻✻✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❡t ✭✸✳✸✻✮✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❡✛♦rts s✬é❝r✐t ✿


FzSA(1, η)
MxSA(1, η)
FzSA(ξ, 1)
MySA(ξ, 1)

 =
(
[G10SA(η)] · · · [G1NSA(η)]
[G20SA(ξ)] · · · [G2NSA(ξ)]
)


C0
D0
A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✻✼✮
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿ ▲❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r ❝❡s ❜❛s❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥
WSA(1, η) WSA(ξ, 1) βxSA(1, η) βySA(ξ, 1)
sin( (2n−1)piη
2
) cos(nπξ) sin( (2n−1)piη
2
cos(nπξ)
FzSA(1, η) FzSA(ξ, 1) MxSA(1, η) MySA(ξ, 1)
sin( (2n−1)piη
2
cos(nπξ) sin( (2n−1)piη
2
cos(nπξ)
❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣♦✉r ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s 2a ❡t 2b✳ ❖♥ é❝r✐t ✿


WSA(1, η)
βxSA(1, η)
WSA(ξ, 1)
βySA(ξ, 1)

 =


∑N
n=1
a
SAWn sin(
(2n−1)piη
2
)∑N
n=1
a
SAβxn sin(
(2n−1)piη
2
)
b
SAW0 +
∑N
n=1
b
SAWn cos(nπξ)
b
SAβy0 +
∑N
n=1
b
SAβyn cos(nπξ)

 ✭✸✳✻✽✮
✹✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆
❛✈❡❝ ✿


b
SAW0
b
SAβy0
a
SAW1
a
SAβx1
b
SAW1
b
SAβy1
✳✳✳
a
SAWN
a
SAβxN
b
SAWN
b
SAβN


=


1
2
∫ a
−a
WSA(ξ, 1)dξ
1
2
∫ a
−a
βySA(ξ, 1)dξ∫ b
−b
WxSA(1, η) sin(
piη
2
)dη∫ b
−b
βxSA(1, η) sin(
piη
2
)dη∫ a
−a
WSA(ξ, 1) cos(πξ)dξ∫ a
−a
βySA(ξ, 1) cos(πξ)dξ
✳✳✳∫ b
−b
WSA(1, η) sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ b
−b
βxSA(1, η) sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ a
−a
WSA(ξ, 1) cos(Nπξ)dξ∫ a
−a
βySA(ξ, 1) cos(Nπξ)dξ


✭✸✳✻✾✮
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✸✻✮ ❡t ✭✸✳✻✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


b
SAW0
b
SAβy0
a
SAW1
a
SAβx1
b
SAW1
b
SAβy1
✳✳✳
a
SAWN
a
SAβxN
b
SAWN
b
SAβyN


=


1
2
∫ a
−a
[SAH20]dξ · · · 12
∫ a
−a
[SAH2M]dξ∫ b
−b
[SAH10] sin(
piη
2
)dη · · · ∫ b
−b
[SAH1M] sin(
piη
2
)dη∫ a
−a
[SAH20] cos(πξ)dξ · · ·
∫ a
−a
[SAH2M] cos(πξ)dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳∫ b
−b
[SAH10] sin(
(2N−1)piη
2
)dη · · · ∫ b
−b
[SAH1M] sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ a
−a
[SAH20] cos(Nπξ)dξ · · ·
∫ a
−a
[SAH2M] cos(Nπξ)dξ


✭✸✳✼✵✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡✛♦rts ✿


FzSA(1, η)
MxSA(1, η)
FzSA(ξ, 1)
MySA(ξ, 1)

 =


∑N
n=1
a
SAFzn sin(
(2n−1)piη
2
)∑N
n=1
a
SAMxn sin(
(2n−1)piη
2
)
b
SAFz0 +
∑N
n=1
b
SAFz0 cos(nπξ)
b
SAMy0 +
∑N
n=1
b
SAMyn cos(nπξ)

 ✭✸✳✼✶✮
✹✹
✸✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ P❖❯❘ ❯◆❊ P▲❆◗❯❊
❖❘❚❍❖❚❘❖P❊
❛✈❡❝ ✿


b
SAFz0
b
SAMy0
a
SAFz1
a
SAMx1
b
SAFz1
b
SAMy1
✳✳✳
a
SAFzN
a
SAMxN
b
SAFzN
b
SAMyN


=


1
2
∫ a
−a
FzSA(ξ, 1)dξ
1
2
∫ a
−a
MySA(ξ, 1)dξ∫ b
−b
FzSA(1, η) sin(
piη
2
)dη∫ b
−b
MxSA(1, η) sin(
piη
2
)dη
1
2
∫ a
−a
FzSA(ξ, 1) cos(πξ)dξ
1
2
∫ a
−a
MySA(ξ, 1) cos(πξ)dξ
✳✳✳∫ b
−b
FzSA(1, η) sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ b
−b
MxSA(1, η) sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ a
−a
FzSA(ξ, 1) cos(Nπξ)dξ∫ a
−a
MySA(ξ, 1) cos(Nπξ)dξ


✭✸✳✼✷✮
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✭✸✳✶✻✮ ❡t ✭✸✳✼✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


b
SAFz0
b
SAMy0
a
SAFz1
a
SAMx1
b
SAFz1
b
SAMy1
✳✳✳
a
SAFzN
a
SAMxN
b
SAFzN
b
SAMyN


=


1
2
∫ a
−a
[SAG20]dξ · · · 12
∫ a
−a
[SAG2M]dξ∫ b
−b
[SAG10] sin(
piη
2
)dη · · · ∫ b
−b
[SAG1M] sin(
piη
2
)dη∫ a
−a
[SAG20] cos(πξ)dξ · · ·
∫ a
−a
[SAG2M] cos(πξ)dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳∫ b
−b
[SAG10] sin((2N − 1)πη2)dη · · ·
∫ b
−b
[SAG1M] sin((2N − 1)πη2)dη∫ a
−a
[SAG20] cos(Nπξ)dξ · · ·
∫ a
−a
[SAG2M] cos(Nπη)dξ


✭✸✳✼✸✮
▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✼✵✮ ❡t ✭✸✳✼✸✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿


b
SAW0
b
SAβy0
a
SAW1
a
SAβx1
b
SAW1
b
SAβy1
✳✳✳
a
SAWN
a
SAβxN
b
SAWN
b
SAβyN


= [HSA]


C0
D0
A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✼✹✮
✹✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆


b
SAFz0
b
SAMy0
a
SAFz1
a
SAMx1
b
SAFz1
b
SAMy1
✳✳✳
a
SAFzN
a
SAMxN
b
SAFzN
b
SAMyN


= [GSA]


C0
D0
A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✼✺✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱
♥♦té❡ KSA✱ ❡st ✿
KSA(ω) = GSA(ω)HSA(ω)
−1 ✭✸✳✼✻✮
✹✻
✸✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ P❖❯❘ ❯◆❊ P▲❆◗❯❊
❖❘❚❍❖❚❘❖P❊
❈❛s ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
❉✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✮ ❡t ✭✸✳✹✵✮✱ ♦♥ é❝r✐t ✿


WAS(1, η)
βxAS(1, η)
WAS(ξ, 1)
βyAS(ξ, 1)

 =
(
[H10AS(η)] · · · [H1NAS(η)]
[H20AS(ξ)] · · · [H2NAS(ξ)]
)


A0
B0
A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✼✼✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❡t ✭✸✳✹✵✮✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❡✛♦rts s✬é❝r✐t ✿


FzAS(1, η)
MxAS(1, η)
FzAS(ξ, 1)
MyAS(ξ, 1)

 =
(
[G10AS(η)] · · · [G1NAS(η)]
[G20AS(ξ)] · · · [G2NAS(ξ)]
)


A0
B0
A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✼✽✮
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿
WAS(1, η) WAS(ξ, 1) βxAS(1, η) βyAS(ξ, 1)
cos(nπη) sin( (2n−1)piξ
2
) cos(nπη) sin( (2n−1)piξ
2
FzAS(1, η) FzAS(ξ, 1) MxAS(1, η) MyAS(ξ, 1)
cos(nπη) sin( (2n−1)piξ
2
) cos(nπη) sin( (2n−1)piξ
2
❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
▲❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r ❝❡s ❜❛s❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡
❋♦✉r✐❡r ♣♦✉r ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s 2a ❡t 2b✳ ❖♥ é❝r✐t ✿

WAS(1, η)
βxAS(1, η)
WAS(ξ, 1)
βyAS(ξ, 1)

 =


a
ASW0 +
∑N
n=1
a
ASWn cos(nπη)
a
ASβx0 +
∑N
n=1
a
ASβxn cos(nπη)∑N
n=1
b
ASWn sin(
(2n−1)piξ
2
)∑N
n=1
b
ASβyn sin(
(2n−1)piξ
2
)

 ✭✸✳✼✾✮
✹✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆
❛✈❡❝ ✿


a
ASW0
a
ASβx0
a
ASW1
a
ASβx1
b
ASW1
b
ASβy1
✳✳✳
a
ASWN
a
ASβxN
b
ASWN
b
ASβN


=


1
2
∫ b
−b
WAS(ξ, 1)dη
1
2
∫ b
−b
βxAS(ξ, 1)dη∫ b
−b
WxAS(1, η) cos(πη)dη∫ b
−b
βxAS(1, η) cos(πη)dη∫ a
−a
WAS(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ∫ a
−a
βyAS(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳∫ b
−b
WAS(1, η) sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ b
−b
βxAS(1, η) sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ a
−a
WAS(ξ, 1) sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ∫ a
−a
βyAS(ξ, 1) sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ


✭✸✳✽✵✮
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✹✵✮ ❡t ✭✸✳✽✵✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


a
ASW0
a
ASβx0
a
ASW1
a
ASβx1
b
ASW1
b
ASβy1
✳✳✳
a
ASWN
a
ASβxN
b
ASWN
b
ASβyN


=


1
2
∫ b
−b
[ASH20]dη · · · 12
∫ b
−b
[ASH2M]dη∫ b
−b
[ASH10] cos(πη)dη · · ·
∫ b
−b
[ASH1M] cos(πη)dη∫ a
−a
[ASH20] sin(
piξ
2
)dξ · · · ∫ a
−a
[ASH2M] sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳∫ b
−b
[ASH10] cos(Nπη)dη · · ·
∫ b
−b
[ASH1M] cos(Nπη)dη∫ a
−a
[ASH20] sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ · · · ∫ a
−a
[ASH2M] sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ


✭✸✳✽✶✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡✛♦rts ✿


FzAS(1, η)
MxAS(1, η)
FzAS(ξ, 1)
MyAS(ξ, 1)

 =


a
ASFz0 +
∑N
n=1
a
ASFzn cos(nπη)
a
ASMx0 +
∑N
n=1
a
ASMxn cos(nπη)∑N
n=1
b
ASFz0 sin(
(2n−1)piξ
2
)∑N
n=1
b
ASMyn sin(
(2n−1)piξ
2
)

 ✭✸✳✽✷✮
✹✽
✸✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ P❖❯❘ ❯◆❊ P▲❆◗❯❊
❖❘❚❍❖❚❘❖P❊
❛✈❡❝ ✿


a
ASFz0
a
ASMx0
a
ASFz1
a
ASMx1
b
ASFz1
b
ASMy1
✳✳✳
a
ASFzN
a
ASMxN
b
ASFzN
b
ASMyN


=


1
2
∫ b
−b
FzAS(1, η)dη
1
2
∫ b
−b
MyAS(1, η)dη∫ b
−b
FzAS(1, η) cos(πη)dη∫ b
−b
MxAS(1, η) cos(πη)dη
1
2
∫ a
−a
FzAS(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ
1
2
∫ a
−a
MyAS(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳∫ b
−b
FzAS(1, η) cos(Nπη)dη∫ b
−b
MxAS(1, η) cos(Nπη)dη∫ a
−a
FzAS(ξ, 1) sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ∫ a
−a
MyAS(ξ, 1) sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ


✭✸✳✽✸✮
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❡t ✭✸✳✽✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


a
ASFz0
a
ASMx0
a
ASFz1
a
ASMx1
b
ASFz1
b
ASMy1
✳✳✳
a
ASFzN
a
ASMxN
b
ASFzN
b
ASMyN


=


1
2
∫ b
−b
[ASG20]dη · · · 12
∫ b
−b
[ASG2M ]dη∫ b
−b
[ASG10] cos(πη)dη · · ·
∫ b
−b
[ASG1M ] cos(πη)dη∫ a
−a
[ASG20] sin(
piξ
2
)dξ · · · ∫ a
−a
[ASG2M ] sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳∫ b
−b
[ASG10] cos(Nπη)dη · · ·
∫ b
−b
[ASG1M ] cos(Nπη)dη∫ a
−a
[ASG20] sin((2N − 1)πξ2)dξ · · ·
∫ a
−a
[ASG2M ] sin((2N − 1)πξ2)dξ


✭✸✳✽✹✮
▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✽✶✮ ❡t ✭✸✳✽✹✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿


a
ASW0
a
ASβx0
a
ASW1
a
ASβx1
b
ASW1
b
ASβy1
✳✳✳
a
ASWN
a
ASβxN
b
ASWN
b
ASβyN


= [HAS]


A0
B0
A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✽✺✮
✹✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆


a
ASFz0
a
ASMx0
a
ASFz1
a
ASMx1
b
ASFz1
b
ASMy1
✳✳✳
a
ASFzN
a
ASMxN
b
ASFzN
b
ASMyN


= [GAS]


A0
B0
A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✸✳✽✻✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡✱
♥♦té❡ KAS✱ ❡st ✿
KAS(ω) = GAS(ω)HAS(ω)
−1 ✭✸✳✽✼✮
✸✳✸✳✸ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ✢❡①✐♦♥
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿


[KSS] [0] [0] [0]
❬✵❪ [KAA] [0] [0]
❬✵❪ [0] [KSA] [0]
❬✵❪ [0] [0] [KAS]

 .


USS
UAA
USA
UAS

 =


FSS
FAA
FSA
FAS

 ✭✸✳✽✽✮
▲❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥❝♦♥♥✉sW (ξ, η)✱ βx(ξ, η)✱ βy(ξ, η)✱ Fz(ξ, η)✱Mx(ξ, η) ❡tMy(ξ, η)✱ ♦❜t❡♥✉s
♣❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ s♦♥t ❡①♣r✐♠és s✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳
▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦♥t ❞é✜♥✐s s✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ❜♦r❞s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
U0 =


1WS0
1βxS0
2WS0
2βyS0
3WS0
3βxS0
4WS0
4βyS0


✭✸✳✽✾✮
✺✵
✸✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ P❖❯❘ ❯◆❊ P▲❆◗❯❊
❖❘❚❍❖❚❘❖P❊
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✿
Uk =


1WS0
1βxS0
1WS0
1βyS0
2WS0
2βxS0
2WS0
2βyS0
3WS0
3βxS0
3WS0
3βyS0
4WS0
4βxS0
4WS0
4βyS0


✭✸✳✾✵✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r❝❡s ✿
F0 =


1FzxS0
1MxS0
2FzyS0
2MyS0
3FzxS0
3MxS0
4Fzy0
4MyS0


✭✸✳✾✶✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✿
Fk =


1FzxS0
1MxS0
1FzyS0
1MyS0
2FzxS0
2MxS0
2FzyS0
2MyS0
3FzxS0
3MxS0
3FzyS0
3MyS0
4FzxS0
4MxS0
4FzyS0
4MyS0


✭✸✳✾✷✮
✺✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆
❧❡s ♥♦♠❜r❡s ✶✱ ✷✱ ✸ ❡t ✹ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✸✮ ✿
O 
ξ 
η 
Coté 1 
Coté 2 
Coté 3 
Coté 4 
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❈ôt❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡
▲❡s ❡✛♦rts ❡①tér✐❡✉rs ❞❡s ❝♦tés ✭✸✮ ❡t ✭✹✮ s♦♥t ♦♣♣♦sés ❛✉① ❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s ❞✉ ❢❛✐t
❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s à ❝❡s ❜♦r❞s✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ●♦r♠❛♥✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t WSS s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
WSS(ξ, η) =
1
4
[W (ξ, η) +W (−ξ,−η) +W (−ξ, η) +W (ξ,−η)] ✭✸✳✾✸✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✿
WAA(ξ, η) =
1
4
[W (ξ, η) +W (−ξ,−η)−W (−ξ, η)−W (ξ,−η)] ✭✸✳✾✹✮
WSA(ξ, η) =
1
4
[W (ξ, η)−W (−ξ,−η) +W (−ξ, η)−W (ξ,−η)] ✭✸✳✾✺✮
WAS(ξ, η) =
1
4
[W (ξ, η)−W (−ξ,−η)− (−ξ, η) +W (ξ,−η)] ✭✸✳✾✻✮
✺✷
✸✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ P❖❯❘ ❯◆❊ P▲❆◗❯❊
❖❘❚❍❖❚❘❖P❊
▲❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t WSS ❛✉ ❝♦té ✶ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
WSS(1, η) =
1
4
[W (1, η) +W (−1,−η) +W (−1, η) +W (1,−η)]
= 1
4
[1WS0 +
∑N
k=1
1WSk cos(kπη) +
∑N
k=1
1WAk sin(
(2k−1)piη
2
)]
+1
4
[3WS0 +
∑N
k=1
3WSk cos(kπη)−
∑N
k=1
3WAk sin(
(2k−1)piη
2
)]
+1
4
[3WS0 +
∑N
k=1
3WSk cos(kπη) +
∑N
k=1
3WAk sin(
(2k−1)piη
2
)]
+1
4
[1WS0 +
∑N
k=1
1WSk cos(kπη)−
∑N
k=1
1WAk sin(
(2k−1)piη
2
)]
= 1
2
[1WS0 +
3WS0 +
∑N
k=1(
1WSk +
3WSk + cos(kπη)]
✭✸✳✾✼✮
P❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿
a
SSW0 =
1
2
(1WS0 +
3WS0) ✭✸✳✾✽✮
❊t ✿
a
SSWk =
1
2
(1WSk +
3WSk) ✭✸✳✾✾✮
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s UJJ ✭❛✈❡❝ J ét❛♥t S ♦✉ A✮ ❡t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
Uk s✬é❝r✐t ✿


USS
UAA
USA
UAS

 =


USS0
USS1
✳✳✳
USSN
UAA1
✳✳✳
UAAN
USA0
USA1
✳✳✳
USAN
UAS0
UAS1
✳✳✳
UASN


=
1
2


[TSS0] [0] · · · [0]
❬✵❪ [TSS1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TSSN]
❬✵❪ [TAA1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TAAN]
[TSA0] [0] · · · [0]
❬✵❪ [TSA1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TSAN]
[TAS0] [0] · · · [0]
❬✵❪ [TAS1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TASN]


.


U0
U1
✳✳✳
UN

 = 12[T].


U0
U1
✳✳✳
UN


✭✸✳✶✵✵✮
▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✷✶✮✱ ✭✸✳✷✷✮✱✭✸✳✷✸✮✱✭✸✳✷✹✮ ❡t ✭✸✳✷✺✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ r❡✲
❧❛t✐♦♥ q✉✐ r❡❧✐❡ F JJ ❡t Fk✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ Tx(1, η) s✐t✉é❡ s✉r ❧❡ ❝♦té ✶✱
♦♥ ❛ ✿
Tx(1, η) = TxSS(1, η) + TxAA(1, η) + TxSA(1, η) + TxAS(1, η)
= aSSTx0 +
∑N
n=1
a
SSTxn cos(nπη)
+
∑N
n=1
a
AATxn sin(
(2n−1)piη
2
)
+
∑N
n=1
a
SATxn sin(
(2n−1)piη
2
)
+aASTx0 +
∑N
n=1
a
ASTxn cos(nπη)
= aSSTx0 +
a
ASTx0 +
∑N
n=1(
a
SSTxn +
a
ASTxn) cos(nπη)
+
∑N
n=1(
a
AATxn +
a
ASTxn) sin(
(2n−1)piη
2
)
✭✸✳✶✵✶✮
✺✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆
P❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✿
1Tx0 =
a
SSTx0 +
a
ASTx0 ✭✸✳✶✵✷✮
1TxSn =
a
SSTxn +
a
ASTxn ✭✸✳✶✵✸✮
1TxAn =
a
AATxn +
a
SATxn ✭✸✳✶✵✹✮
❙♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


F0
F1
✳✳✳
FN

 =


[TSS0] [0] · · · [0]
❬✵❪ [TSS1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TSSN]
❬✵❪ [TAA1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TAAN]
[TSA0] [0] · · · [0]
❬✵❪ [TSA1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TSAN]
[TAS0] [0] · · · [0]
❬✵❪ [TAS1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TASN]


T 

F SS0
F SS1
✳✳✳
F SSN
FAA1
✳✳✳
FAAN
F SA0
F SA1
✳✳✳
F SAN
FAS0
FAS1
✳✳✳
FASN


= [T]T


F SS0
F SS1
✳✳✳
F SSN
FAA1
✳✳✳
FAAN
F SA0
F SA1
✳✳✳
F SAN
FAS0
FAS1
✳✳✳
FASN


= [T]T


F SS
FAA
F SA
FAS


✭✸✳✶✵✺✮
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✽✽✮✱ ✭✸✳✶✵✵✮ ❡t ✭✸✳✶✵✺✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ✢❡①✐♦♥ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs Uk ❡t Fk✳
[K(ω)] =
1
2
[T]T


[KSS] [0] [0] [0]
❬✵❪ [KAA] [0] [0]
❬✵❪ [0] [KSA] [0]
❬✵❪ [0] [0] [KAS]

 [T] ✭✸✳✶✵✻✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❬❚❪ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳
✸✳✹ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
✸✳✹✳✶ Pr♦♣r✐étés ♠❛tér✐❡❧❧❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ✭▼❊❈✮ s❡r❛ ✈❛❧✐❞é❡ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭▼❊❋✮✱ s✉✐t❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛♥t ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ■❞❡❛s✳
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❧✐❜r❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ♣rés❡♥t❡
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ✉t✐❧✐sé❡s ✿
✺✹
✸✳✹✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ❉❯ ▼❖❉➮▲❊
❚❛❜❧❡ ✸✳✻ ✕ Pr♦♣r✐étés ♠❛tér✐❡❧❧❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡
▼♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ s✉✐✈❛♥t ① Ex = 18.1 ●P❛
▼♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ s✉✐✈❛♥t ② Ey = 50.9 ●P❛
▼♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t Gxy = 11 ●P❛
❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣♦✐ss♦♥ νxy = 0.5
▼❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ρ = 1526❦❣✴♠3
▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✭2a✮ L = 1♠
▲❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✭2b✮ l = 0.5♠
▲✬é♣❛✐ss❡✉r h = 0.002♠
✸✳✹✳✷ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
▲❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ❢♦r❝❡ ré♣❛rt✐❡ ❧❡
❧♦♥❣ ❞❡s ❜♦r❞s ❞é✜♥✐s ♣❛r ξ = 1 ❡t ξ = −1 ✭ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✹✮ ✿
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ③ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✶✵✼✮ ✿
F (η) = F0 +
N−1∑
n=1
Fn cos(nπη)⇒


F0
F1
✳✳✳
FN−1

 =


1
0
✳✳✳
0

 ✭✸✳✶✵✼✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❆(1, 0) ❡st ✿
W (1, 0) = aSSW0 +
N−1∑
n=1
a
SSWn ✭✸✳✶✵✽✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✺✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ▼❊❈ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡ ❞❡
t❡r♠❡s ✭n = 4 ❡t n = 11✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡
❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s q✉✐ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ❬✵✱ ✷✵✵❪ ❍③✳
✺✺
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EF 100x100
EC n4
EC n11
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥st❛té❡ ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ▼❊❈ ♣♦✉r
n = 11 ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 100× 100✳
✸✳✹✳✸ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
❉✬❛♣rès ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t W ❡st ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲
❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱ ❧✬❡✛♦rt tr❛♥❝❤❛♥t s✉✐✈❛♥t x ✭Tx✮ ❡st s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✳ ❉♦♥❝✱
❧❡s ❡✛♦rts ❡①t❡r♥❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✶✵✾✮
Fext(−1, η) = −Tx(−1, η) = −Tx(1, η) = −Fext(−1, η) ✭✸✳✶✵✾✮
❈❡t ❡✛♦rt ❡st ♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿{
Fext(1, η) = 1, η > 0
Fext(1, η) = −1, η < 0 ✭✸✳✶✶✵✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ✿
✺✻
✸✳✹✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ❉❯ ▼❖❉➮▲❊
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
▲❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❡✛♦rts s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
F (η) =
N∑
n=1
Fn sin(
(2n− 1)πη
2
)⇒


F1
F2
✳✳✳
FN

 =


4
pi
4
3pi
✳✳✳
4
(2n−1)pi

 ✭✸✳✶✶✶✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣♦✐♥t A(1, 1) s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ✿
W (1, 1) =
N∑
n=1
a
AAWn sin(
(2n− 1)πη
2
) +
N∑
n=1
b
AAWn sin(
(2n− 1)πη
2
) ✭✸✳✶✶✷✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❆ ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡✭✸✳✼✮ ✿
✺✼
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EC n11
EC n4
EF 100x100
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲
❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
P♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ 100 × 100 ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ♣♦✉r
n = 11✳
✸✳✹✳✹ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
❉✬❛♣rès ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✮✱ ❧✬❡✛♦rt ✐♥t❡r♥❡ Tx ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✳
❆❧♦rs✱ ❧✬❡✛♦rt ❡①t❡r♥❡ s✬é❝r✐t ✿
Fext(−1, η) = −Tx(−1, η) = Tx(1, η) = Fext(1, η) ✭✸✳✶✶✸✮
❈❡t ❡✛♦rt ❡st ♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬é①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿{
Fext(1, η) = 1, η > 0
Fext(1, η) = −1, η < 0 ✭✸✳✶✶✹✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ✿
✺✽
✸✳✹✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ❉❯ ▼❖❉➮▲❊
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
▲❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❡✛♦rts s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
✭✸✳✶✶✺✮ ✿
F (η) =
N∑
n=1
Fn sin(
(2n− 1)πη
2
)⇒


F1
F2
✳✳✳
FN

 =


4
pi
4
3pi
✳✳✳
4
(2n−1)pi

 ✭✸✳✶✶✺✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t B(1, 1
2
) ❡st ✿
W (1,
1
2
) =
N∑
n=1
a
SAWn sin(
(2n− 1)πη
4
) ✭✸✳✶✶✻✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❇ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✾✮ ✿
✺✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-160
-140
-120
-100
-80
-60
-40
-20
0
Fréquence(Hz)
20
Lo
g 1
0|U
z|
 
 
EC n11
EC n3
EF 100x100
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
✸✳✹✳✺ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
▲✬❡✛♦rt ❡①t❡r♥❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✶✶✼✮ ✿
Fext(−1, η) = −Tx(−1, η) = −Tx(1, η) = −Fext(1, η) ✭✸✳✶✶✼✮
❉♦♥❝✱ ✐❧ ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r ✿
Fext(1, η) = 1 ✭✸✳✶✶✽✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ✿
✻✵
✸✳✹✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ❉❯ ▼❖❉➮▲❊
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
▲❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❡✛♦rts s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿
F (η) = F0 +
N∑
n=1
Fn cos(nπη)⇒


F0
F1
✳✳✳
FN

 =


1
0
✳✳✳
0

 ✭✸✳✶✶✾✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t A(1, 1) ❡st ✿
W (1, 1) = aASW0 +
N∑
n=1
a
ASWn ✭✸✳✶✷✵✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❆ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✶✶✮ ✿
✻✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-160
-140
-120
-100
-80
-60
-40
-20
0
Fréquence(Hz)
20
Lo
g 1
0|U
z|
 
 
EC n11
EC n3
EF 100x100
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
✸✳✹✳✻ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐ ✉♥✐❧❛tér❛❧
❖♥ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s♦❧❧✐❝✐t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐ s✉r ✉♥ s❡✉❧ ❝ôté✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
Fext = F (1, η) = 1 ✭✸✳✶✷✶✮
▲❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐ ♣♦✉r ξ = 1 ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✶✷✮ ✿
✻✷
✸✳✹✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ❉❯ ▼❖❉➮▲❊
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐ ✉♥✐❧❛tér❛❧
▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡ ❞♦♥♥❡ ✿
F (1, η) = F0 +
M∑
m=1
F Sm cosmπη +
M∑
m=1
FAm sin (2m− 1)
π
2
η ✭✸✳✶✷✷✮
❛✈❡❝ ✿ F0 = 1 ❡t F Sm = F
A
m = 0✳
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❈ ✭✶✱✶✮ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
W (1, 1) =1SS W0 +
1
AS W0 +
+∞∑
m=1
(
1
SSWm +
1
AS Wm −1AA Wm −1SA Wm
)
(−1)m ✭✸✳✶✷✸✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✶✸✮ ✿
✻✸
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EC N9
EF 50x25
EF 75x35
EF 100x50
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ré♣❛rt✐❡
❯♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ▼❊❈ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜✲
t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s q✉✐ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ❬✵✱ ✶✺✵❪ ❍③✳ ❆✉✲❞❡❧à
❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✶✺✵ ❍③✱ ✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡ à êtr❡
♦❜s❡r✈é❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✶✹✮ s✉✐✈❛♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞ét❛✐❧ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ q✉✐ ✈❛r✐❡
❡♥tr❡ ❬✶✹✵✱ ✷✵✵❪ ❍③✳
✻✹
✸✳✹✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ❉❯ ▼❖❉➮▲❊
140 150 160 170 180 190 200
-180
-160
-140
-120
-100
-80
-60
-40
-20
Fréquence (Hz)
20
Lo
g 1
0|U
z|
 
 
EC N9
EF 50x25
EF 75x35
EF 100x50
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ré♣❛rt✐❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢ré✲
q✉❡♥❝❡ ❬✶✻✵ ✷✵✵❪
▲✬❛✣♥❛❣❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❊❋ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ 160 ❍③✱ ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 100×50
❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♦❜s❡r✈é❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛
♥é❝❡ss✐té ❞✬❛✣♥❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❊❋ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳
▲❡s ❞❡✉① ✜❣✉r❡s ✭✸✳✶✸✮ ❡t ✭✸✳✶✹✮ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s n = 5✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✺ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡
❧❛ sér✐❡ ❞❡ ▲é✈② ❛✉❣♠❡♥t❡✳
✻✺
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EC N5
EC N4
EC N2
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ▲❡✈②
✸✳✹✳✼ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧
❯♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ s♦❧❧✐❝✐t❡r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❯♥❡
❢♦r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❈ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✭✶✱ ✶✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡
✸✳✶✻✮ ✿
✻✻
✸✳✹✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ❉❯ ▼❖❉➮▲❊
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ ✕ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧
▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✷✹✮ ✿

F0 =
1
2b
F Sm =
(−1)n
b
FAm = − (−1)
n
b
✭✸✳✶✷✹✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡
❢réq✉❡♥❝❡ ❬✵ ✷✵✵ ❍③❪ ✭✸✳✶✼✮ ✿
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EC N9
EF 100x50
EF 75x35
EF 50x25
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧
❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡st
♦❜s❡r✈é❡✳ ▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ✜♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊❋ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳
✸✳✹✳✽ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛♠♦rt✐❡
❚♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♦♥t été ♦❜✲
t❡♥✉❡s s❛♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ▲❡s
ré♣♦♥s❡s ♥♦♥ ❛♠♦rt✐❡s s♦♥t très ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♣ré❝✐s❡s ❡♥tr❡
❧❛ ▼❊❋ ❡t ❧❛ ▼❊❈✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✶✽✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t str✉❝t✉r❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡
❢♦r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❈ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ét❡♥❞✉❡ à ❬✶✵✵✵ ❍③✱ ✷✵✵✵
❍③❪✳
❉❡✉① ♠❛tér✐❛✉① ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ ✉♥ r❛♣♣♦rt δ = ER
EI
❞✐✛ér❡♥t✳ ER ♣rés❡♥t❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t EI ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞✬❨♦✉♥❣ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳
✻✽
✸✳✺✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛♠♦rt✐❡s
✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦r✲
t❤♦tr♦♣❡ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ●♦r♠❛♥ ❡t ❧❡s sér✐❡s ❞❡ ▲❡✈② ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ s♦✉s
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❧✐❜r❡s✳ ◗✉❡❧q✉❡s t②♣❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♦♥t été ♣rés❡♥tés ❡t
✈❛❧✐❞és ♣❛r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ▲❡ tr♦✐✲
s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡①♣❧✐q✉❡r❛ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡
♦rt❤♦tr♦♣❡ s♦✉s ❡✛❡t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳
✻✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P▲❆◗❯❊ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊ ❊◆ ❋▲❊❳■❖◆
✼✵
✹ ❊❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦✲
tr♦♣❡ s♦✉s ❡✛❡t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞✬✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ s♦✉s ❡✛❡t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ✢❡①✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❛ ❞é❥à été ♠✐s❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐s♦tr♦♣❡s ✭❈❛s✐♠✐r ❡t ❛❧✳❬✽✾❪✮✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ à ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♣❧❛q✉❡s ♦rt❤♦tr♦♣❡s ✈✐❜r❛♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ♣❧❛♥✱ ❝❡ q✉✬♦♥ ❞é♥♦♠♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ é❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❝❡✉① ✐ss✉s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s♦✉s ❆◆❙❨❙✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
r✐❣✐❞✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ❧✐❜r❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞❛♥s s♦♥ ♣❧❛♥✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ✢❡①✐♦♥
❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s
s♦♥t rés♦❧✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡s ❞❡ ▲❡✈② ❡t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
●♦r♠❛♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥❝♦♥♥✉s s✉r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧❛
♣❧❛q✉❡ s♦♥t✱ q✉❛♥t à ❡✉①✱ ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳
✹✳✷ ❱✐❜r❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ♦rt❤♦tr♦♣❡s
✹✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 2a × 2b ❡t ❞✬é♣❛✐ss❡✉r h✳ ❖♥
♥♦t❡ Ox ❛♥❞ Oy ❧❡s ❛①❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣ér❡r ✉♥ ♣♦✐♥t
❞✉ ❢❡✉✐❧❧❡t ♠♦②❡♥ ♣❛r s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s x ❡t y✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✢❡①✐♦♥✱
❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ t♦✉t ♣♦✐♥t M ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ s❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ P s✉r ❧❡ ❢❡✉✐❧❧❡t ♠♦②❡♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ u ❡t v ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts s❡❧♦♥ x ❡t y
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✳
✼✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ P❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡
✹✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦rt❤♦tr♦♣✐❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡
▲❡ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥st✐t✉t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡st ♦rt❤♦tr♦♣❡✳ ■❧ ❡st ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s
❛①❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞✬♦rt❤♦tr♦♣✐❡ s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛①❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❛st♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ s♦♥t ❧✐♠✐té❡s à ✿
✕ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x ♥♦té Ex✱
✕ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ tr❛♥s✈❡rs❛❧ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ y ♥♦té Ey✱
✕ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (x, y) ♥♦té Gxy✱
✕ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (x, y) ♥♦tés νxy ❡t νyx✱
✕ ❡t ✉♥❡ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♥♦té❡ ρ✳
✹✳✷✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡t ❞❡
♣❡t✐t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

σx = Dxǫx +D1ǫy
σy = D1ǫx +Dyǫy
σxy = Dxyǫxy
✭✹✳✶✮
σx✱ σy ❡t σxy s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ǫx✱ ǫy✱ ǫxy s♦♥t ❧❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s ❞❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿


ǫx =
∂u
∂x
ǫy =
∂v
∂y
ǫxy =
(
∂u
∂x
+ ∂v
∂y
) ✭✹✳✷✮
Dx✱ Dy ❡t Dxy ♥❡ s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s é❧❛st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ❈❡s
✼✷
✹✳✷✳ ❱■❇❘❆❚■❖◆❙ ❉❆◆❙ ▲❊ P▲❆◆ ❉❊❙ P▲❆◗❯❊❙ ❖❘❚❍❖❚❘❖P❊❙
q✉❛♥t✐tés s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

Dx =
Ex
1−νxyνyx
D1 =
νxyEy
1−νxyνyx
= νyxEx
1−νxyνyx
Dy =
Ey
1−νxyνyx
Dxy = Gxy
✭✹✳✸✮
✹✳✷✳✹ ❊✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s
❊♥ t♦✉t ♣♦✐♥t P (x, y) ❞✉ ❢❡✉✐❧❧❡t ♠♦②❡♥ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡s ❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡s ❡✛♦rts s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
Nx =
∫ h/2
−h/2
σx dz, Ny =
∫ h/2
−h/2
σy dz, Nxy =
∫ h/2
−h/2
σxy dz ✭✹✳✹✮
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✮✱ ❡t ✭✹✳✹✮✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡✛♦rts✲❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿
Nx = h× (Dx∂u
∂x
+D1
∂v
∂y
) ✭✹✳✺✮
Ny = h× (D1∂u
∂x
+Dy
∂v
∂y
) ✭✹✳✻✮
Nxy = h× (Dxy ∂u
∂y
+Dxy
∂v
∂x
) ✭✹✳✼✮
✹✳✷✳✺ ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✿ {
∂Nx
∂x
+ ∂Nxy
∂y
= ρh∂
2u
∂t2
∂Nxy
∂x
+ ∂Ny
∂y
= ρh∂
2v
∂t2
✭✹✳✽✮
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✮✱ ✭✹✳✸✮✱ ✭✹✳✹✮ ❡t ✭✹✳✽✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉
♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✹✳✾✮✳ {
Dx
∂2u
∂x2
+D1
∂2v
∂x∂y
+Dxy
∂2u
∂y2
+Dxy
∂2v
∂x∂y
= ρ∂
2u
∂t2
Dy
∂2v
∂x2
+D1
∂2u
∂x∂y
+Dxy
∂2v
∂y2
+Dxy
∂2u
∂x∂y
= ρ∂
2v
∂t2
✭✹✳✾✮
✼✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❡♠✲
♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿{
u(x, y, t) = U(x, y)ejωt
v(x, y, t) = V (x, y)ejωt
✭✹✳✶✵✮
U(x, y) ❡t V (x, y) ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✽✮ ❡st ❛❧♦rs réé❝r✐t ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
✭✹✳✶✶✮ ✿ {
Dx
∂2U
∂x2
+D1
∂2V
∂x∂y
+Dxy
∂2U
∂y2
+Dxy
∂2V
∂x∂y
= −ρω2U
Dy
∂2V
∂x2
+D1
∂2U
∂x∂y
+Dxy
∂2V
∂y2
+Dxy
∂2U
∂x∂y
= −ρω2V ✭✹✳✶✶✮
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❝♦✉♣❧é s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r ❧❡s
❝❤❛♠♣s ✐♥❝♦♥♥✉s U ❡t V ✳ ❉❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥é❛♥✲
♠♦✐♥s ✉♥ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✹✳✶✶✮ s✉✐✈❛♥t❡s ✿{
A1
∂4U
∂x4
+ A2
∂4U
∂y4
+ A3
∂U4
∂x2∂y2
+ A4
∂2U
∂x2
+ A5
∂2U
∂y2
+ A6U = 0
B1
∂4V
∂x4
+B2
∂4V
∂y4
+B3
∂4V
∂x2∂y2
+B4
∂2V
∂x2
+B5
∂2V
∂y2
+B6V = 0
✭✹✳✶✷✮
▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s Ai ❡t Bi s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣♦✉r i = {1..6} ✿
A1 =
Ex
1−νxyνyx
A2 =
Ey
1−νxyνyx
A3 = Gxy +
ExEy
(1−νxyνyx)2
− (Gxy(1−νxyνyx)+νxyEy)2
(1−νxyνyx)2Gxy
A4 = −( −Exρω2(1−νxyνyx)Gxy − ρω2)
A5 = −( −Eyρω
2
(1−νxyνyx)Gxy
− ρω2)
A6 =
ρ2ω4
Gxy
B1 = Gxy
B2 = Gxy
Ey
Ex
B3 =
Ey
1−νxyνyx
+
G2xy(1−νxyνyx)
Ex
− (
νxyEy
1−νxyνyx
+Gxy)2(1−νxyνyx)
Ex
B4 = −(−Gxyρω
2(1−νxyνyx)
EL
− ρω2)
B5 = −(−Eyρω
2
Ex
− Gxyρω2(1−νxyνyx)
Ex
)
B6 =
ρ2ω4(1−νxyνyx)
Ex
✼✹
✹✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊
✹✳✸ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦r✲
t❤♦tr♦♣❡ s♦✉s ❡✛❡t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
✹✳✸✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r
❧❡ ❝❛s ❞❡ ✢❡①✐♦♥✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t s②♠étr✐q✉❡✲
s②♠étr✐q✉❡ ✭SS✮✱ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✭AA✮✱ s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✭SA✮
❡t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ✭AS✮✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✈❛r✐❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ❛❧♦rs ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✿
U(ξ, η) = USS(ξ, η) + UAA(ξ, η) + USA(ξ, η) + UAS(ξ, η) ✭✹✳✶✸✮
ξ ❡t η r❡♣rés❡♥t❡♥t ✐❝✐ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛
♣❧❛q✉❡✳ ■❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿
ξ =
x
a
, η =
y
b
✭✹✳✶✹✮
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥❞✐❝❡ S ♦✉ A ✐♥❞✐q✉❡ s✐ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ξ✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s②♠étr✐❡ s❡❧♦♥ η✳
▲❡ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é ✭✹✳✾✮ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡
s②♠étr✐❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥❝♦♥♥✉s U ❡t V ✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❙✐
❧❡ ❝❤❛♠♣ U ❡st s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ ✭ξ✮ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❤❛♠♣ V ❡st ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡t ❛①❡ ❡t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❖♥ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈r♦♥t
✈✐s à ✈✐s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ U ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❱ s✬é❝r✐t ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ✿
V (ξ, η) = VSS(ξ, η) + VAA(ξ, η) + VSA(ξ, η) + VAS(ξ, η) ✭✹✳✶✺✮
♠❛✐s ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s s♦♥t r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ U ✳ VAA ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ V ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ U ❡st s②♠étr✐q✉❡✲
s②♠étr✐q✉❡✳
❙✬❛❣✐ss❛♥t ❞❡s ❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✮ ❡t ✭✹✳✹✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❛✲
❜❧✐r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s ❡t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ❈❡s ❡✛♦rts s♦♥t ❞é❝♦♠✲
♣♦sés ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❖♥ é❝r✐t ✿
Nx(ξ, η) = NxSS(ξ, η) +NxAA(ξ, η) +NxSA(ξ, η) +NxAS(ξ, η) ✭✹✳✶✻✮
Ny(ξ, η) = NySS(ξ, η) +NyAA(ξ, η) +NySA(ξ, η) +NyAS(ξ, η) ✭✹✳✶✼✮
Nxy(ξ, η) = NxySS(ξ, η) +NxyAA(ξ, η) +NxySA(ξ, η) +NxyAS(ξ, η) ✭✹✳✶✽✮
▲✬✐♥❞✐❝❡ ❙❙✱ ❆❙✱ ❙❆ ❡t ❆❆ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ s②♠étr✐❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✐♥❝♦♥♥✉ U ✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
s②♠étr✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❡✛♦rts✴❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
✼✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
U V Nx Ny Nxy
❙❙ ❆❆ ❆❙ ❆❙ ❙❆
❆❆ ❆❆ ❙❆ ❙❆ ❆❙
❙❆ ❆❙ ❙❙ ❙❙ ❆❆
❆❙ ❙❆ ❆❆ ❆❆ ❙❙
❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ Pr♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
✹✳✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts U ❡t V ✈ér✐✜❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
✭✹✳✾✮ ❞✉ ré❣✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s sér✐❡s ❞❡ ▲é✈② ♣♦✉r ❧❛ ✢❡①✐♦♥✳ ▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
r❡t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts USS ❡t VSS s♦♥t ✿

USS(ξ, η) =
∞∑
n=1
1
SSUn(ξ) cos
4n−3
4
πη +
∞∑
n=1
2
SSUn(η) cos
4n−3
4
πξ
VSS(ξ, η) =
∞∑
n=1
1
SSVn(ξ) sin
4n−3
4
πη +
∞∑
n=1
2
SSVn(η) sin
4n−3
4
πξ
✭✹✳✶✾✮
▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❢❛❝t❡✉r 4n−3
4
❡st ❧✐é à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❡✛♦rts✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❧✐❜r❡s ❞♦✐✈❡♥t ❛✉t♦r✐s❡r ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ❡✛♦rts s✉r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 1SSUn(ξ) ❡t
2
SSUn(η) s♦♥t
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛✐r❡s ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 1SSVn(ξ) ❡t
2
SSVn(η) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❛✐r❡s✳
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞é❝♦✉♣❧é ✭✹✳✶✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 1SSUn(ξ)✱
2
SSUn(η)✱
1
SSVn(ξ) ❡t
2
SSVn(η) ✭✹✳✷✵✮ ✿

φ4
d41SSUn
dξ4
+
(
−φ2k21nA3A1 + φ2b2A4A1
)
d21SSUn
dξ2
+
(
k41n
A2
A1
− k21nb2A5A1 + b4A6A1
)
1
SSUn = 0
d42SSUn
dη4
+
(
−φ2k22nA3A2 + b2A5A2
)
d22SSUn
dη2
+
(
k42nφ
4A1
A4
− k22nb2φ2A4A2 + b4A6A2
)
2
SSUn = 0
φ4
d41SSVn
dξ4
+
(
−φ2k21nB3B1 + φ2b2B4B1
)
d21SSVn
dξ2
+
(
k41n
B2
B1
− k21nb2B5B1 + b4B6B1
)
1
SSVn = 0
d42SSVn
dη4
+
(
−φ2k22nB3B2 + b2B5B2
)
d22SSVn
dη2
+
(
k42nφ
4B1
B4
− k22nb2φ2B4B1 + b4B6B1
)
2
SSVn = 0
✭✹✳✷✵✮
❛✈❡❝ φ = b
a
❡t k1n = k2n =
(4n−3)pi
4
✳
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s♦♥t ❛❧♦rs ✿

1
SSUn(ξ) =
1en
(
e
1βnξ + e−
1βnξ
)
+ 1fn
(
e
1γnξ + e−
1γnξ
)
2
SSUn(η) =
2en
(
e
2βnη + e−
2βnη
)
+ 2fn
(
e
2γnη + e−
2γnη
)
2
SSVn(η) =
2gn
(
e
2βnη − e−2βnη
)
+ 2hn
(
e
2γnη − e−2γnη
)
2
SSVn(η) =
2gn
(
e
2γnη − e−2γnη
)
+ 2hn
(
e
2κnη −
✭✹✳✷✶✮
✼✻
✹✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊
1βn✱ 2βn✱ 1γn ❡t 2γn s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞♦♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿ 

1βn =
k21n(B1+
A1A2
B1
+
A3
B1
)−
(A1b
2ρω2)
B1
−b2ρω2
φ2
+
√
∆1/φ
4
2βn =
k22n(B1+
A1A2
B1
+
A3
B1
)−
(A1b
2ρω2)
B1
−b2ρω2
φ2
−√∆1/φ4
1γn =
k21n(B1+
A1A2
B1
+
A3
B1
)−
(A1a
2ρω2)
B1
−a2ρω2
φ2
+
√
∆2/2
2γn =
k22n(B1+
A1A2
B1
+
A3
B1
)−
(A1a
2ρω2)
B1
−a2ρω2
φ2
−√∆2/2
✭✹✳✷✷✮
❛✈❡❝


c = A1φ
4
d = −φ2k21nA3 + φ2b2A4
e = k41nA2 − b2k41nA5 + A6b4
∆1 = d
2 − 4ce
✭✹✳✷✸✮


o = A2
p = −φ2k22nA3 + φ2b2A5
q = k42nA1 − b2k42nA4 + A6b4
∆2 = o
2 − 4pq
✭✹✳✷✹✮
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✹✳✷✶✮ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é ✭✹✳✶✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s r❡❧❛✲
t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ien✱ ifn✱ ign ❡t ihn ♣♦✉r i❂✶ ♦✉ ✷✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s
SS q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


1enL1n = −1gnφ1βn
1fnL2n = −1hnk1n
2enL3n =
2gnφk2n
2fnL4n =
2hn
2γn
✭✹✳✷✺✮
❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s Lin s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✶✳
▲❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✷✶✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿


1
SSUn(ξ) = Anβ1nφ
(
e
1βnξ + e−
1βnξ
)
+Bnk1n
(
e
1γnξ + e−
1γnξ
)
2
SSUn(η) = Cnk2nφ
(
e
2βnη + e−
2βnη
)
+Dn
2γn
(
e
2γnη + e−
2γnη
)
1
SSVn(ξ) = −AnL1n
(
e
1βnξ − e−1βnξ
)
− BnL2n
(
e
1γnξ − e−1γnξ
)
2
SSVn(η) = CnL3n
(
e
2βnη − e−2βnη
)
+DnL4n
(
e
2γnη − e−2γnη
)
✭✹✳✷✻✮
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❡st é❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛
✼✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
❢♦r♠❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✿

UAA(ξ, η) =
∞∑
n=1
1
AAUn(ξ) sin
4n−3
4
πη +
∞∑
n=1
2
AAUn(η) sin
4n−3
4
πξ
VAA(ξ, η) =
∞∑
n=1
1
AAVn(ξ) cos
4n−3
4
πη +
∞∑
n=1
2
AAVn(η) cos
4n−3
4
πξ
✭✹✳✷✼✮
P♦✉r ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 1AAUn(ξ) ❡t
2
AAUn(η) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❛✐r❡s ❡t ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s 1AAVn(ξ) ❡t
2
AAVn(η) s♦♥t ♣❛✐r❡s✳
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✼✮ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞é❝♦✉♣❧é ✭✹✳✶✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 1AAUn(ξ)✱
2
AAUn(η)✱
1
AAVn(ξ) ❡t
2
AAVn(η) ✭✹✳✷✽✮

φ4
d41AAUn
dξ4
+
(
−φ2k21nA3A1 + φ2b2A4A1
)
d21AAUn
dξ2
+
(
k41n
A2
A1
− k21nb2A5A1 + b4A6A1
)
1
AAUn = 0
d42AAUn
dη4
+
(
−φ2k22nA3A2 + b2A5A2
)
d22AAUn
dη2
+
(
k42nφ
4A1
A4
− k22nb2φ2A4A2 + b4A6A2
)
2
AAUn = 0
φ4
d41AAVn
dξ4
+
(
−φ2k21nB3B1 + φ2b2B4B1
)
d21AAVn
dξ2
+
(
k41n
B2
B1
− k21nb2B5B1 + b4B6B1
)
1
AAVn = 0
d42AAVn
dη4
+
(
−φ2k22nB3B2 + b2B5B2
)
d22AAVn
dη2
+
(
k42nφ
4B1
B4
− k22nb2φ2B4B1 + b4B6B1
)
2
AAVn = 0
✭✹✳✷✽✮
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

1
AAUn(ξ) =
1en
(
e
1βnξ − e−1βnξ
)
+ 1fn
(
e
1γnξ − e−1γnξ
)
2
AAUn(η) =
2en
(
e
2βnη − e−2βnη
)
+ 2fn
(
e
2γnη − e−2γnη
)
1
AAVn(ξ) =
1gn
(
e
1βnξ + e−
1βnξ
)
+ 1hn
(
e
1γnξ + e−
1γnξ
)
2
AAVn(η) =
2gn
(
e
2βnη + e−
2βnη
)
+ 2hn
(
e
2γnη + e−
2γnη
)
✭✹✳✷✾✮
▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s 1βn✱ 2βn✱ 1γn ❡t 2γn s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❞✉ ❝❛s s②♠étr✐q✉❡✲
s②♠étr✐q✉❡✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✹✳✷✾✮ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é ✭✹✳✶✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ien✱ ifn✱ ign ❡t ihn ♣♦✉r i❂✶ ♦✉ ✷ ✿

1enL1n =
1gnφ
1βn
1fnL2n =
1hnk1n
2enL3n = −2gnφk2n
2fnL4n = −2hn2γn
✭✹✳✸✵✮
▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s Lin s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✶✳
▲❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✷✾✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

1
AAUn(ξ) = An
1βnφ
(
e
1βnξ − e−1βnξ
)
+Bnk1n
(
e
1γnξ − e−1γnξ
)
2
AAUn(η) = −Cn1nφ
(
e
2βnη − e−2βnη
)
−Dn2γn
(
e
2γnη − e−2γnη
)
1
AAVn(ξ) = AnL1n
(
e
1βnξ + e−
1βnξ
)
+BnL2n
(
e
1γnξ + e−
1γnξ
)
2
AAVn(η) = CnL3n
(
e
2βnη + e−
2βnη
)
+DnL4n
(
e
2γnη + e−
2γnη
)
✭✹✳✸✶✮
✼✽
✹✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
P♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❡st ✿


USA(ξ, η) =
∞∑
n=1
1
SAUn(ξ) sin
4n−3
4
πη +
∞∑
n=1
2
SAUn(η) cos
4n−3
4
πξ
VSA(ξ, η) =
∞∑
n=1
1
SAVn(ξ) sin
4n−3
4
πη +
∞∑
n=1
2
SAVn(η) cos
4n−3
4
πξ
✭✹✳✸✷✮
P♦✉r ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 1SAUn(ξ) ❡t
2
SAVn(η) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛✐r❡s ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
1
SAVn(ξ) ❡t
2
SAUn(η) s♦♥t ✐♠♣❛✐r❡s✳
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✷✮ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✷✮✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s❛t✐s✲
❢❛✐t ♣❛r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✬é❝r✐t ✿


φ4
d41SAUn
dξ4
+
(
−φ2k21nA3A1 + φ2b2A4A1
)
d21SAUn
dξ2
+
(
k41n
A2
A1
− k21nb2A5A1 + b4A6A1
)
1
SAUn = 0
d42SAUn
dη4
+
(
−φ2k22nA3A2 + b2A5A2
)
d22SAUn
dη2
+
(
k42nφ
4A1
A4
− k22nb2φ2A4A2 + b4A6A2
)
2
SAUn = 0
φ4
d41SAVn
dξ4
+
(
−φ2k21nB3B1 + φ2b2B4B1
)
d21SAVn
dξ2
+
(
k41n
B2
B1
− k21nb2B5B1 + b4B6B1
)
1
SAVn = 0
d42SAVn
dη4
+
(
−φ2k22nB3B2 + b2B5B2
)
d22SAVn
dη2
+
(
k42nφ
4B1
B4
− k22nb2φ2B4B1 + b4B6B1
)
2
SAVn = 0
✭✹✳✸✸✮
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿


1
SAUn(ξ) =
1en
(
e
1βnξ + e−
1βnξ
)
+ 1fn
(
e
1γnξ + e−
1γnξ
)
2
SAUn(η) =
2en
(
e
2βnη − e−2βnη
)
+ 2fn
(
e
2γnη − e−2γnη
)
1
SAVn(ξ) =
1gn
(
e
1βnξ − e−1βnξ
)
+ 1hn
(
e
1γnξ − e−1γnξ
)
2
SAVn(η) =
2gn
(
e
2βnη + e−
2βnη
)
+ 2hn
(
e
2γnη + e−
2γnη
)
✭✹✳✸✹✮
▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s 1βn✱ 2βn✱ 1γn ❡t 2γn r❡st❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①
♣ré❝é❞❡♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t SA✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥✲
♥é❡s ♣❛r ✿


1enL1n =
1gnφ
1βn
1fnL2n =
1hnk1n
2enL3n =
2gnφk2n
2fnL4n =
2hn
2γn
✭✹✳✸✺✮
▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s Lin s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✶✳
✼✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
▲❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✸✹✮ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

1
SAUn(ξ) = Anφ
1βn
(
e
1βnξ + e−
1βnξ
)
+Bnk1n
(
e
1γnξ + e−
1γnξ
)
2
SAUn(η) = Cnk1nφ
(
e
2βnη − e−2βnη
)
+Dn
2γn
(
e
2γnη − e−2γnη
)
1
SAVn(ξ) = AnL1n
(
e
1βnξ − e−1βnξ
)
+BnL2n
(
e
1γnξ − e−1γnξ
)
2
SAVn(η) = CnL3n
(
e
2βnη + e−
2βnη
)
+DnL4n
(
e
2γnη + e−
2γnη
)
✭✹✳✸✻✮
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✿

UAS(ξ, η) =
∞∑
n=1
1
ASUn(ξ) cos
4n−3
4
πη +
∞∑
n=1
2
ASUn(η) sin
4n−3
4
πξ
VAS(ξ, η) =
∞∑
n=1
1
ASVn(ξ) cos
4n−3
4
πη +
∞∑
n=1
2
ASVn(η) sin
4n−3
4
πξ
✭✹✳✸✼✮
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s 1ASUn(ξ) ❡t
2
ASVn(η) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❛✐r❡s ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
1
ASVn(ξ)
❡t 2ASUn(η) s♦♥t ♣❛✐r❡s✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

φ4
d41ASUn
dξ4
+
(
−φ2k21nA3A1 + φ2b2A4A1
)
d21ASUn
dξ2
+
(
k41n
A2
A1
− k21nb2A5A1 + b4A6A1
)
1
ASUn = 0
d42ASUn
dη4
+
(
−φ2k22nA3A2 + b2A5A2
)
d22ASUn
dη2
+
(
k42nφ
4A1
A4
− k22nb2φ2A4A2 + b4A6A2
)
2
ASUn = 0
φ4
d41ASVn
dξ4
+
(
−φ2k21nB3B1 + φ2b2B4B1
)
d21ASVn
dξ2
+
(
k41n
B2
B1
− k21nb2B5B1 + b4B6B1
)
1
ASVn = 0
d42ASVn
dη4
+
(
−φ2k22nB3B2 + b2B5B2
)
d22ASVn
dη2
+
(
k42nφ
4B1
B4
− k22nb2φ2B4B1 + b4B6B1
)
2
ASVn = 0
✭✹✳✸✽✮
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

1
ASUn(ξ) =
1en
(
e
1βnξ − e−1βnξ
)
+ 1fn
(
e
1γnξ − e−1γnξ
)
2
ASUn(η) =
2en
(
e
2βnη + e−
2βnη
)
+ 2fn
(
e
2γnη + e−
2γnη
)
1
ASVn(ξ) =
1gn
(
e
1βnξ + e−
1βnξ
)
+ 1hn
(
e
1γnξ + e−
1γnξ
)
2
ASVn(η) =
2gn
(
e
2βnη − e−2βnη
)
+ 2hn
(
e
2γnη − e−2γnη
)
✭✹✳✸✾✮
▲❡s ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s 1βn✱ 2βn✱ 1γn ❡t 2γn r❡st❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥s s♦♥t ✐❝✐ ✿

1enL1n = −1gnφ1βn
1fnL2n = −1hnk1n
2enL3n = −2gnφk2n
2fnL4n = −2hn2γn
✭✹✳✹✵✮
✽✵
✹✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊
▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s Lin s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✶✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

1
ASUn(ξ) = −An1βnφ
(
e
1βnξ − e−1βnξ
)
− Bnk1n
(
e
1γnξ − e−1γnξ
)
2
ASUn(η) = −Cnk2nφ
(
e
2βnη + e−
2βnη
)
−Dn2γn
(
e
2γnη + e−
2γnη
)
1
ASVn(ξ) = AnL1n
(
e
1βnξ + e−
1βnξ
)
+BnL2n
(
e
1γnξ + e−
1γnξ
)
2
ASVn(η) = CnL3n
(
e
2βnη − e−2βnη
)
+DnL4n
(
e
2γnη − e−2γnη
)
k
✭✹✳✹✶✮
P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ An✱
Bn✱ Cn ❡t Dn s❡r♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐✲
q✉é❡s s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳
✹✳✸✳✸ Pr♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s✳
✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✻✮✱
✭✹✳✶✼✮ ❡t ✭✹✳✶✽✮ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✺✮✱ ✭✹✳✻✮ ❡t ✭✹✳✼✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝❤❛♠♣s
❞❡s ❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s Nx✱ Ny ❡t Nxy ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ An✱
Bn✱ Cn ❡t Dn✳
✕ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❥❡t❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❡✛♦rts
✐♥t❡r♥❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣r♦♣r❡ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❜♦r❞s✳
✕ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s An✱ Bn✱ Cn ❡t Dn ♣♦✉r ♦❜✲
t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡s
❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s ❡t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳
✹✳✸✳✹ ❇❛s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s
▲❡s ❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❡t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts s♦♥t ♣r♦❥❡tés s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡
♣♦✉r ❧❡ ❜♦r❞ ξ = 1 ❡st cosmπη ♣♦✉r m ∈ {1, .., N}✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✷✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜♦r❞✳
✽✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
❙❙ ❆❆ ❙❆ ❆❙
U(1, η) cos(mπη) sin( (2m−1)piη
2
) sin( (2m−1)piη
2
) cos(mπη)
V (1, η) sin( (2m−1)piη
2
) cos(mπη) cos(mπη) sin( (2m−1)piη
2
)
U(ξ, 1) cos(mπξ) sin( (2m−1)piξ
2
) cos(mπξ) sin( (2m−1)piξ
2
)
V (ξ, 1) sin( (2m−1)piξ
2
) cos(mπξ) sin( (2m−1)piξ
2
) cos(mπξ)
❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s ❡✛♦rts ❡①tér✐❡✉rs✱ q✉✐ s✬✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❛✉① ❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s s✉r
❧❡s ❜♦r❞ ❞é✜♥✐s ♣❛r ξ = 1 ❡t η = 1✱ s♦♥t ♣r♦❥❡té❡s s✉r ❝❡s ❜❛s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❙❙ ❆❆ ❙❆ ❆❙
Nx(1, η) cos(mπη) sin(
(2m−1)piη
2
) cos(mπη) sin( (2m−1)piη
2
)
Nxy(1, η) sin(
(2m−1)piη
2
) cos(mπη) sin( (2m−1)piη
2
) cos(mπη)
Nxy(ξ, 1) cos(mπξ) sin(
(2m−1)piξ
2
) sin( (2m−1)piη
2
) cos(mπη)
Ny(ξ, 1) sin(
(2m−1)piξ
2
) cos(mπξ) cos(mπξ) sin( (2m−1)piξ
2
)
❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡✛♦rts
❈❡s ❜❛s❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
✹✳✸✳✺ ▼❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
❊✛♦rts ❡t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞é✜♥✐s s✉r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és s✉r ❧❡s ❜❛s❡s
✐♥❞✐q✉é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s❡❧♦♥ ✿


USS(1, η)
VSS(1, η)
USS(ξ, 1)
VSS(ξ, 1)

 =


a
SSU0 +
N−1∑
n=1
a
SSUn cos(nπη)
N∑
n=1
a
SSVn sin(
(2n−1)piη)
2
b
SSU0 +
N−1∑
n=1
b
SSUn cos(nπξ)
N∑
n=1
b
SSVn sin(
(2n−1)piξ)
2


✭✹✳✹✷✮
✽✷
✹✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊
❛✈❡❝ ✿ 

a
SSU0
b
SSU0
a
SSU1
a
SSV1
b
SSU1
b
SSV1
✳✳✳
a
SSUN−1
a
SSVN−1
b
SSUN−1
b
SSVN−1
a
SSVN
b
SSVN


=


1
2
∫ b
−b
USS(1, η)dη
1
2
∫ a
−a
USS(1, ξ)dξ∫ b
−b
USS(1, η) cos(πη)dη∫ b
−b
VSS(1, η) sin(
piη
2
)dη∫ a
−a
USS(ξ, 1) cos(πξ)dξ∫ a
−a
VSS(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳∫ b
−b
USS(1, η) cos((N − 1)πη)dη∫ b
−b
VSS(1, η) sin(
(2N−3)piη
2
)dη∫ a
−a
USS(ξ, 1) cos((N − 1)πξ)dξ∫ a
−a
VSS(ξ, 1) sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ∫ b
−b
VSS(1, η) sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ a
−a
VSS(ξ, 1) sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ


✭✹✳✹✸✮
❊♥ ❢❛❝t♦r✐s❛♥t ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣❛r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜✲
t✐❡♥t ✿


a
SSU0
b
SSU0
a
SSU1
a
SSV1
b
SSU1
b
SSV1
✳✳✳
a
SSUN−1
a
SSVN−1
b
SSUN−1
b
SSVN−1
a
SSVN
b
SSVN


=


1
2
∫ b
−b
[SSH11]dη · · · 12
∫ b
−b
[SSH1M ]dη
1
2
∫ a
−a
[SSH21](1, ξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SSH2M ]dξ∫ b
−b
[SSH11] cos(πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[SSH1M ] cos(πη)dη∫ b
−b
[SSH11] sin(
piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[SSH1M ] sin(
piη
2
dη∫ a
−a
[SSH21] cos(πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SSH2M ] cos(πξ)dξ∫ a
−a
[SSH21] sin(
piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[SSH2M ] sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳∫ b
−b
[SSH11] cos((N − 1)πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[SSH1M ] cos((N − 1)πη)dη∫ b
−b
[SSH11] sin(
(2N−3)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[SSH1M ] sin((N − 1)πη)dη∫ a
−a
[SSH21] cos((N − 1)πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SSH2M cos((N − 1)πξ)dξ]∫ a
−a
[SSH21] sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[SSH2M sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ∫ b
−b
[SSH11] sin(
(2N−1)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[SSH1M ] sin(
(2N−1)piη
2
)∫ a
−a
[SSH21] sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[SSH2M sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ




A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✹✹✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r❝❡s ✿


NxSS(1, η)
NxySS(1, η)
NxySS(ξ, 1)
NySS(ξ, 1)

 =


a
SSNx0 +
N−1∑
n=1
a
SSNxn cos(nπη)
N∑
n=1
a
SSNxyn sin(
(2n−1)piη)
2
b
SSNxyn0 +
N−1∑
n=1
b
SSNxyn cos(nπξ)
N∑
n=1
b
SSNyn sin(
(2n−1)piξ)
2


✭✹✳✹✺✮
✽✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
❛✈❡❝ ✿


a
SSNx0
b
SSNxy0
a
SSNx1
a
SSNxy1
b
SSNxy1
b
SSNy1
✳✳✳
a
SSNxN−1
a
SSNxyN−1
b
SSNxyN−1
b
SSNyN−1
a
SSNxyN
b
SSNyN


=


1
2
∫ b
−b
NxSS(1, η)dη
1
2
∫ a
−a
NxySS(1, ξ)dξ∫ b
−b
NxSS(1, η) cos(πη)dη∫ b
−b
NxySS(1, η) sin(
piη
2
)dη∫ a
−a
NxySS(ξ, 1) cos(πξ)dξ∫ a
−a
NySS(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳∫ b
−b
NxSS(1, η) cos((N − 1)πη)dη∫ b
−b
NxySS(1, η) sin(
(2∗N−3)piη
2
)dη∫ a
−a
NxySS(ξ, 1) cos((N − 1)πξ)dξ∫ a
−a
NySS(ξ, 1) sin(
(2∗N−3)piξ
2
)dξ∫ b
−b
NxySS(1, η) sin(
(2∗N−1)piη
2
)dη∫ a
−a
NySS(ξ, 1) sin(
(2∗N−1)piξ
2
)dξ


✭✹✳✹✻✮
♣✉✐s ♣❛r ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


a
SSNx0
b
SSNxy0
a
SSNx1
a
SSNxy1
b
SSNxy1
b
SSNy1
✳✳✳
a
SSNxN−1
a
SSNxyN−1
b
SSNxyN−1
b
SSNyN−1
a
SSNxyN
b
SSNyN


=


1
2
∫ b
−b
[SSG11]dη · · · 12
∫ b
−b
[SSG1M ]dη
1
2
∫ a
−a
[SSG21](1, ξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SSG2M ]dξ∫ b
−b
[SSG11] cos(πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[SSG1M ] cos(πη)dη∫ b
−b
[SSG11] sin(
piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[SSG1M ] sin(
piη
2
dη∫ a
−a
[SSG21] cos(πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SSG2M ] cos(πξ)dξ∫ a
−a
[SSG21] sin(
piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[SSG2M ] sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳∫ b
−b
[SSG11] cos((N − 1)πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[SSG1M ] cos((N − 1)πη)dη∫ b
−b
[SSG11] sin(
(2N−3)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[SSG1M ] sin((N − 1)πη)dη∫ a
−a
[SSG21] cos((N − 1)πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SSG2M cos((N − 1)πξ)dξ]∫ a
−a
[SSG21] sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[SSG2M sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ∫ b
−b
[SSG11] sin(
(2N−1)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[SSG1M ] sin(
(2N−1)piη
2
)∫ a
−a
[SSG21] sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[SSG2M sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ




A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✹✼✮
✽✹
✹✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊
▲❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✹✳✹✹✮ ❡t ✭✹✳✹✼✮ s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❡s ❢♦r♠❡s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

a
SSU0
b
SSU0
a
SSU1
a
SSV1
b
SSU1
b
SSV1
✳✳✳
a
SSUN−1
a
SSVN−1
b
SSUN−1
b
SSVN−1
a
SSVN
b
SSVN


= [HSS]


A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✹✽✮


a
SSNx0
b
SSNxy0
a
SSNx1
a
SSNxy1
b
SSNxy1
b
SSNy1
✳✳✳
a
SSNxN−1
a
SSNxyN−1
b
SSNxyN−1
b
SSNyN−1
a
SSNxyN
b
SSNyN


= [GSS]


A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✹✾✮
❉✬❛♣rès ❧❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✹✳✹✽✮ ❡t ✭✹✳✹✾✮ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ s✬é❝r✐t ✿
[KSS] = [HSS].[GSS]
−1 ✭✹✳✺✵✮
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✿
P♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✷✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿


UAA(1, η)
VAA(1, η)
UAA(ξ, 1)
VAA(ξ, 1)

 =


N∑
n=1
a
AAUn sin(
(2n−1)piη)
2
a
AAV0 +
N−1∑
n=1
a
AAVn cos(nπη)
N∑
n=1
b
AAUn sin(
(2n−1)piξ)
2
b
AAV0 +
N−1∑
n=1
b
AAVn cos(nπξ)


✭✹✳✺✶✮
✽✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
❛✈❡❝ ✿ 

a
AAV0
b
AAV0
a
AAU1
a
AAV1
b
AAU1
b
AAV1
✳✳✳
a
AAUN−1
a
AAVN−1
b
AAUN−1
b
AAVN−1
a
AAUN
b
AAUN


=


1
2
∫ b
−b
VAA(1, η)dη
1
2
∫ a
−a
VAA(1, ξ)dξ∫ b
−b
UAA(1, η) sin(
piη
2
)dη∫ b
−b
VAA(1, η) cos(πη)dη∫ a
−a
UAA(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ∫ a
−a
VAA(ξ, 1) cos(πξ)dξ
✳✳✳∫ b
−b
UAA(1, η) sin(
(2N−3)piη
2
)dη∫ b
−b
VAA(1, η) cos((N − 1)πη)dη∫ a
−a
UAA(ξ, 1) sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ∫ a
−a
VAA(ξ, 1) cos((N − 1)πξ)dξ∫ b
−b
UAA(1, η) sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ a
−a
UAA(ξ, 1) sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ


✭✹✳✺✷✮
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


a
AAV0
b
AAV0
a
AAU1
a
AAV1
b
AAU1
b
AAV1
✳✳✳
a
AAUN−1
a
AAVN−1
b
AAUN−1
b
AAVN−1
a
AAUN
b
AAUN


=


1
2
∫ b
−b
[AAH11]dη · · · 12
∫ b
−b
[AAH1M ]dη
1
2
∫ a
−a
[AAH21](1, ξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[AAH2M ]dξ∫ b
−b
[AAH11] sin(
piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[AAH1M ] sin(
piη
2
)dη∫ b
−b
[AAH11] cos(πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[AAH1M ] cos(πη)dη∫ a
−a
[AAH21] sin(
piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[AAH2M ] sin(
piξ
2
)dξ∫ a
−a
[AAH21] cos(πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[AAH2M ] cos(πξ)dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳∫ b
−b
[AAH11] sin(
(2N−3)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[AAH1M ] sin(
(2N−3)piη
2
)dη∫ b
−b
[AAH11] cos((N − 1)πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[AAH1M ] cos((N − 1)πη)dη∫ a
−a
[AAH21] sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[AAH2M sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ]∫ a
−a
[AAH21] cos((N − 1)πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[AAH2M cos((N − 1)πξ)dξ∫ b
−b
[AAH11] sin(
(2N−1)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[AAH1M ] sin(
(2N−1)piη
2
)∫ a
−a
[AAH21] sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[AAH2M sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ




A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✺✸✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r❝❡s ✿


NxAA(1, η)
NxyAA(1, η)
NxyAA(ξ, 1)
NyAA(ξ, 1)

 =


N∑
n=1
a
AANxn sin(
(2n−1)piη)
2
a
AANxy0 +
N−1∑
n=1
a
AANxyn cos(nπη)
N∑
n=1
b
AANxyn sin(
(2n−1)piξ)
2
b
AANyn0 +
N−1∑
n=1
b
AANyn cos(nπξ)


✭✹✳✺✹✮
✽✻
✹✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊
❛✈❡❝ ✿


a
AANxy0
b
AANy0
a
AANx1
a
AANxy1
b
AANxy1
b
AANy1
✳✳✳
a
AANxN−1
a
AANxyN−1
b
AANxyN−1
b
AANyN−1
a
AANxN
b
AANxyN


=


1
2
∫ b
−b
NxyAA(1, η)dη
1
2
∫ a
−a
NyAA(1, ξ)dξ∫ b
−b
NxAA(1, η) sin(
piη
2
)dη∫ b
−b
NxyAA(1, η) cos(πη)dη∫ a
−a
NxyAA(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ∫ a
−a
NyAA(ξ, 1) cos(πξ)dξ
✳✳✳∫ b
−b
NxAA(1, η) sin(
(2N−3)piη
2
)dη∫ b
−b
NxyAA(1, η) cos((N − 1)πη)dη∫ a
−a
NxyAA(ξ, 1) sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ∫ a
−a
NyAA(ξ, 1) cos((N − 1)πξ)dξ∫ b
−b
NxAA(1, η) sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ a
−a
NxyAA(ξ, 1) sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ


✭✹✳✺✺✮
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❢♦r❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


a
AANxy0
b
AANy0
a
AANx1
a
AANxy1
b
AANxy1
b
AANy1
✳✳✳
a
AANxN−1
a
AANxyN−1
b
AANxyN−1
b
AANyN−1
a
AANxN
b
AANxyN


=


1
2
∫ b
−b
[AAG11]dη · · · 12
∫ b
−b
[AAG1M ]dη
1
2
∫ a
−a
[AAG21](1, ξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[AAG2M ]dξ∫ b
−b
[AAG11] sin(
piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[AAG1M ] sin(
piη
2
dη∫ b
−b
[AAG11] cos(πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[AAG1M ] cos(πη)dη∫ a
−a
[AAG21] sin(
piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[AAG2M ] sin(
piξ
2
)dξ∫ a
−a
[AAG21] cos(πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[AAG2M ] cos(πξ)dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳∫ b
−b
[AAG11] sin(
(2N−3)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[AAG1M ] sin(
(2N−3)piη
2
)dη∫ b
−b
[AAG11] cos((N − 1)πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[AAG1M ] cos((N − 1)πη)dη∫ a
−a
[AAG21] sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[AAG2M sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ]∫ a
−a
[AAG21] cos((N − 1)πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[AAG2M cos((N − 1)πξ)dξ∫ b
−b
[AAG11] sin(
(2N−1)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[AAG1M ] sin(
(2N−1)piη
2
)∫ a
−a
[AAG21] sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[AAG2M sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ




A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✺✻✮
✽✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
▲❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✹✳✺✸✮ ❡t ✭✹✳✺✻✮ s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

a
AAV0
b
AAV0
a
AAU1
a
AAV1
b
AAU1
b
AAV1
✳✳✳
a
AAUN−1
a
AAVN−1
b
AAUN−1
b
AAVN−1
a
AAUN
b
AAUN


= [HAA]


A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✺✼✮


a
AANxy0
b
AANy0
a
AANx1
a
AANxy1
b
AANxy1
b
AANy1
✳✳✳
a
AANxN−1
a
AANxyN−1
b
AANxyN−1
b
AANyN−1
a
AANxN
b
AANxyN


= [GAA]


A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✺✽✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ s✬é❝r✐t ✿
[KAA] = [HAA].[GAA]
−1 ✭✹✳✺✾✮
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ✿
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✹✷✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿


UAS(1, η)
VAS(1, η)
UAS(ξ, 1)
VAS(ξ, 1)

 =


a
ASU0 +
N−1∑
n=1
a
ASUn cos(nπη)
N∑
n=1
a
ASVn sin(
(2n−1)piη)
2
N∑
n=1
b
ASUn sin(
(2n−1)piξ)
2
b
ASV0 +
N−1∑
n=1
b
ASVn cos(nπξ)


✭✹✳✻✵✮
✽✽
✹✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊
❛✈❡❝ ✿ 

a
ASU0
b
ASV0
a
ASU1
a
ASV1
b
ASU1
b
ASV1
✳✳✳
a
ASUN−1
a
ASVN−1
b
ASUN−1
b
ASVN−1
a
ASVN
b
ASUN


=


1
2
∫ b
−b
UAS(1, η)dη
1
2
∫ a
−a
VAS(1, ξ)dξ∫ b
−b
UAS(1, η) cos(πη)dη∫ b
−b
VAS(1, η) sin(
piη
2
)dη∫ a
−a
UAS(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ∫ a
−a
VAS(ξ, 1) cos(πξ)dξ
✳✳✳∫ b
−b
UAS(1, η) cos((N − 1)πη)dη∫ b
−b
VAS(1, η) sin(
(2N−3)piη
2
)dη∫ a
−a
UAS(ξ, 1) sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ∫ a
−a
VAS(ξ, 1) cos((N − 1)πξ)dξ∫ b
−b
VAS(1, η) sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ a
−a
UAS(ξ, 1) sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ


✭✹✳✻✶✮
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


a
ASU0
b
ASV0
a
ASU1
a
ASV1
b
ASU1
b
ASV1
✳✳✳
a
ASUN−1
a
ASVN−1
b
ASUN−1
b
ASVN−1
a
ASVN
b
ASUN


=


1
2
∫ b
−b
[ASH11]dη · · · 12
∫ b
−b
[ASH1M ]dη
1
2
∫ a
−a
[ASH21](1, ξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[ASH2M ]dξ∫ b
−b
[ASH11] cos(πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[ASH1M ] cos(πη)dη∫ b
−b
[ASH11] sin(
piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[ASH1M ] sin(
piη
2
)dη∫ a
−a
[ASH21] sin(
piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[ASH2M ] sin(
piξ
2
)dξ∫ a
−a
[ASH21] cos(πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[ASH2M ] cos(πξ)dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳∫ b
−b
[ASH11] cos((N − 1)πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[ASH1M ] cos((N − 1)πη)dη∫ b
−b
[ASH11] sin(
(2N−3)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[ASH1M ] sin(
(2N−3)piη
2
)dη∫ a
−a
[ASH21] sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[ASH2M sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ]∫ a
−a
[ASH21] cos((N − 1)πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[ASH2M cos((N − 1)πξ)dξ∫ b
−b
[ASH11] sin(
(2N−1)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[ASH1M ] sin(
(2N−1)piη
2
)∫ a
−a
[ASH21] sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[ASH2M sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ




A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✻✷✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r❝❡s ✿


NxAS(1, η)
NxyAS(1, η)
NxyAS(ξ, 1)
NyAS(ξ, 1)

 =


N∑
n=1
a
ASNxn sin(
(2n−1)piη)
2
a
ASNxy0 +
N−1∑
n=1
a
AS
b
ASNxyn0 +
N−1∑
n=1
b
ASNxyn cos(nπξ)
N∑
n=1
b
ASNyn sin(
(2n−1)piξ)
2


✭✹✳✻✸✮
✽✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
❛✈❡❝ ✿


a
ASNxy0
b
ASNy0
a
ASNx1
a
ASNxy1
b
ASNxy1
b
ASNy1
✳✳✳
a
ASNxN−1
a
ASNxyN−1
b
ASNxyN−1
b
ASNyN−1
a
ASNxN
b
ASNxyN


=


1
2
∫ b
−b
NxyAS(1, η)dη
1
2
∫ a
−a
NyAS(1, ξ)dξ∫ b
−b
NxAS(1, η) sin(
piη
2
)dη∫ b
−b
NxyAS(1, η) cos(πη)dη∫ a
−a
NxyAS(ξ, 1) cos(πξ)dξ∫ a
−a
NyAS(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳∫ b
−b
NxAS(1, η) sin(
(2N−3)piη
2
)dη∫ b
−b
NxyAS(1, η) cos((N − 1)πη)dη∫ a
−a
NxyAS(ξ, 1) cos((N − 1)πξ)dξ∫ a
−a
NyAS(ξ, 1) sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ∫ b
−b
NxAS(1, η) sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ a
−a
NxyAS(ξ, 1) sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ


✭✹✳✻✹✮
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❢♦r❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


a
ASNxy0
b
ASNy0
a
ASNx1
a
ASNxy1
b
ASNxy1
b
ASNy1
✳✳✳
a
ASNxN−1
a
ASNxyN−1
b
ASNxyN−1
b
ASNyN−1
a
ASNxN
b
ASNxyN


=


1
2
∫ b
−b
[ASG11]dη · · · 12
∫ b
−b
[ASG1M ]dη
1
2
∫ a
−a
[ASG21](1, ξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[ASG2M ]dξ∫ b
−b
[ASG11] sin(
piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[ASG1M ] sin(
piη
2
dη∫ b
−b
[ASG11] cos(πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[ASG1M ] cos(πη)dη∫ a
−a
[ASG21] cos(πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[ASG2M ] cos(πξ)dξ∫ a
−a
[ASG21] sin(
piξ
2
dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[ASG2M ] sin(
piξ
2
dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳∫ b
−b
[ASG11] sin(
(2N−3)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[ASG1M ] sin(
(2N−3)piη
2
)dη∫ b
−b
[ASG11] cos((N − 1)πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[ASG1M ] cos((N − 1)πη)dη∫ a
−a
[ASG21] cos((N − 1)πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[ASG2M cos((N − 1)πξ)dξ]∫ a
−a
[ASG21] sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[ASG2M sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ∫ b
−b
[ASG11] sin(
(2N−1)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[ASG1M ] sin(
(2N−1)piη
2
)∫ a
−a
[ASG21] sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[ASG2M sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ




A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✻✺✮
✾✵
✹✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊
▲❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✹✳✻✷✮ ❡t ✭✹✳✻✷✮ s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

a
ASU0
b
ASV0
a
ASU1
a
ASV1
b
ASU1
b
ASV1
✳✳✳
a
ASUN−1
a
ASVN−1
b
ASUN−1
b
ASVN−1
a
ASVN
b
ASUN


= [HAS]


A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✻✻✮


a
ASNxy0
b
ASNy0
a
ASNx1
a
ASNxy1
b
ASNxy1
b
ASNy1
✳✳✳
a
ASNxN−1
a
ASNxyN−1
b
ASNxyN−1
b
ASNyN−1
a
ASNxN
b
ASNxyN


= [GAS]


A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✻✼✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ s✬é❝r✐t ✿
[KAS] = [HAS].[GAS]
−1 ✭✹✳✻✽✮
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✿
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✷✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ s✬é❝r✐t ✿


USA(1, η)
VSA(1, η)
USA(ξ, 1)
VSA(ξ, 1)

 =


N∑
n=1
a
SAUn sin(
(2n−1)piη)
2
a
SAV0 +
N−1∑
n=1
a
SAVn cos(nπη)
b
SAU0
N−1∑
n=1
b
SAUn cos(nπξ)
N∑
n=1
b
SAVn sin(
(2n−1)piξ)
2


✭✹✳✻✾✮
✾✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
❛✈❡❝ ✿ 

a
SAV0
b
SAU0
a
SAU1
a
SAV1
b
SAU1
b
SAV1
✳✳✳
a
SAUN−1
a
SAVN−1
b
SAUN−1
b
SAVN−1
a
SAUN
b
SAVN


=


1
2
∫ b
−b
VSA(1, η)dη
1
2
∫ a
−a
USA(1, ξ)dξ∫ b
−b
USA(1, η) sin(
piη
2
)dη∫ b
−b
VSA(1, η) cos(πη)dη∫ a
−a
USA(ξ, 1) cos(πξ)dξ∫ a
−a
VSA(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳∫ b
−b
USA(1, η) sin(
(2N−3)piη
2
)dη∫ b
−b
VSA(1, η) cos((N − 1)πη)dη∫ a
−a
USA(ξ, 1) cos((N − 1)πξ)dξ∫ a
−a
VSA(ξ, 1) sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ∫ b
−b
USA(1, η) sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ a
−a
VSA(ξ, 1) sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ


✭✹✳✼✵✮
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


a
SAV0
b
SAU0
a
SAU1
a
SAV1
b
SAU1
b
SAV1
✳✳✳
a
SAUN−1
a
SAVN−1
b
SAUN−1
b
SAVN−1
a
SAUN
b
SAVN


=


1
2
∫ b
−b
[SAH11]dη · · · 12
∫ b
−b
[SAH1M ]dη
1
2
∫ a
−a
[SAH21](1, ξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SAH2M ]dξ∫ b
−b
[SAH11] sin(
piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[SAH1M ] sin(
piη
2
)dη∫ b
−b
[SAH11] cos(πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[SAH1M ] cos(πη)dη∫ a
−a
[SAH21] cos(πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SAH2M ] cos(πξ)dξ∫ a
−a
[SAH21] sin(
piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[SAH2M ] sin(
piξ
2
)dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳∫ b
−b
[SAH11] sin(
(2N−3)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[SAH1M ] sin(
(2N−3)piη
2
)dη∫ b
−b
[SAH11] cos((N − 1)πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[SAH1M ] cos((N − 1)πη)dη∫ a
−a
[SAH21] cos((N − 1)πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SAH2M cos((N − 1)πξ)dξ]∫ a
−a
[SAH21] sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[SAH2M sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ∫ b
−b
[SAH11] sin(
(2N−1)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[SAH1M ] sin(
(2N−1)piη
2
)∫ a
−a
[SAH21] sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[SAH2M sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ




A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✼✶✮
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r❝❡s ✿


NxSA(1, η)
NxySA(1, η)
NxySA(ξ, 1)
NySA(ξ, 1)

 =


a
SANx0
N−1∑
n=1
a
SANxn cos(nπη)
N∑
n=1
a
SA sin(
(2n−1)piη)
2
N∑
n=1
b
SANxyn sin(
(2n−1)piξ)
2
b
SANy0 +
N∑
n=1
b
SANyn cos(nπξ)


✭✹✳✼✷✮
✾✷
✹✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊
❛✈❡❝ ✿


a
SANx0
b
SANy0
a
SANx1
a
SANxy1
b
SANxy1
b
SANy1
✳✳✳
a
SANxN−1
a
SANxyN−1
b
SANxyN−1
b
SANyN−1
a
SANxyN
b
SANxyN


=


1
2
∫ b
−b
NxSA(1, η)dη
1
2
∫ a
−a
NySA(1, ξ)dξ∫ b
−b
NxSA(1, η) cos(πη)dη∫ b
−b
NxySA(1, η) sin(
piη
2
)dη∫ a
−a
NxySA(ξ, 1) sin(
piξ
2
)dξ∫ a
−a
NySA(ξ, 1) cos(πξ)dξ
✳✳✳∫ b
−b
NxSA(1, η) cos((N − 1)πη)dη∫ b
−b
NxySA(1, η) sin(
(2N−3)piη
2
)dη∫ a
−a
NxySA(ξ, 1) sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ∫ a
−a
NySA(ξ, 1) cos((N − 1)πξ)dξ∫ b
−b
NxySA(1, η) sin(
(2N−1)piη
2
)dη∫ a
−a
NxySA(ξ, 1) sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ


✭✹✳✼✸✮
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❢♦r❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿


a
SANx0
b
SANy0
a
SANx1
a
SANxy1
b
SANxy1
b
SANy1
✳✳✳
a
SANxN−1
a
SANxyN−1
b
SANxyN−1
b
SANyN−1
a
SANxyN
b
SANxyN


=


1
2
∫ b
−b
[SAG11]dη · · · 12
∫ b
−b
[SAG1M ]dη
1
2
∫ a
−a
[SAG21](1, ξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SAG2M ]dξ∫ b
−b
[SAG11] cos(πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[SAG1M ] cos(πη)dη∫ b
−b
[SAG11] sin(
piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[SAG1M ] sin(
piη
2
)dη∫ a
−a
[SAG21] sin(
piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[SAG2M ] sin(
piξ
2
)dξ∫ a
−a
[SAG21] cos(πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SAG2M ] cos(πξ)dξ
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳∫ b
−b
[SAG11] cos((N − 1)πη)dη · · · 12
∫ b
−b
[SAG1M ] cos((N − 1)πη)dη∫ b
−b
[SAG11] sin(
(2N−3)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[SAG1M ] sin(
(2N−3)piη
2
)dη∫ a
−a
[SAG21] sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[SAG2M sin(
(2N−3)piξ
2
)dξ]∫ a
−a
[SAG21] cos((N − 1)πξ)dξ · · · 12
∫ a
−a
[SAG2M cos((N − 1)πξ)dξ∫ b
−b
[SAG11] sin(
(2N−1)piη
2
)dη · · · 1
2
∫ b
−b
[SAG1M ] sin(
(2N−1)piη
2
)∫ a
−a
[SAG21] sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ · · · 1
2
∫ a
−a
[SAG2M sin(
(2N−1)piξ
2
)dξ




A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✼✹✮
✾✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
▲❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✹✳✼✶✮ ❡t ✭✹✳✼✹✮ s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

a
SAV0
b
SAU0
a
SAU1
a
SAV1
b
SAU1
b
SAV1
✳✳✳
a
SAUN−1
a
SAVN−1
b
SAUN−1
b
SAVN−1
a
SAUN
b
SAVN


= [HSA]


A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✼✺✮


a
SANx0
b
SANy0
a
SANx1
a
SANxy1
b
SANxy1
b
SANy1
✳✳✳
a
SANxN−1
a
SANxyN−1
b
SANxyN−1
b
SANyN−1
a
SANxyN
b
SANxyN


= [GSA]


A1
B1
C1
D1
✳✳✳
AN
BN
CN
DN


✭✹✳✼✻✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ s✬é❝r✐t ✿
[KSA] = [HSA].[GSA]
−1 ✭✹✳✼✼✮
✹✳✸✳✻ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❣❧♦❜❛❧❡
❆♣rès ❛✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥é ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r✐❣✐❞✐té ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ r✐❣✐❞✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

[KSS] [0] [0] [0]
❬✵❪ [KAA] [0] [0]
❬✵❪ [0] [KSA] [0]
❬✵❪ [0] [0] [KAS]

 .


USS
UAA
USA
UAS

 =


FSS
FAA
FSA
FAS

 ✭✹✳✼✽✮
▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡st 16N × 16N ✳
✾✹
✹✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊
▲♦rs ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥❝♦♥♥✉s U(ξ, η)✱ V (ξ, η)✱ Nx(ξ, η)✱ Ny(ξ, η) ❡t Nxy(ξ, η) ♣ré✲
s❡♥t❡♥t ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡①♣r✐♠é❡s s✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❡✛♦rts ❞❡s ❝♦tés ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ s♦♥t ♦♣♣♦sés ♣❛r r❛♣♣♦rt ❞❡s ❝♦tés ✭✸✮ ❡t ✭✹✮✳
▲❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦♥t ❞é✜♥✐❡s✱ ❛✐♥s✐✱ ♣❛r ✿
U0 =


1US0
1VxS0
2US0
2VyS0
3US0
3VxS0
4US0
4VyS0


✭✹✳✼✾✮
P♦✉r ❧❡s ❡✛♦rts ✿
F0 =


1NxS0
1NxyS0
2NxyS0
2NyS0
3NxS0
3NxyS0
4Nxy0
4NyS0


✭✹✳✽✵✮
P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✿
Uk =


1USk
1UAk
1VSk
1VAk
2USk
2UAk
2VSk
2VAk
3USk
3UAk
3VSk
3VAk
4USk
4UAk
4VSk
4VAk


✭✹✳✽✶✮
✾✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
❊t ✿
Fk =


1NxSk
1NxAk
1NxySk
1NxyAk
2NxySk
2NxyAk
2NySk
2NyAk
3NxSk
3NxAk
3NxySk
3NxyAk
4NxySk
4NxyAk
4NySk
4NyAk


✭✹✳✽✷✮
✶✱ ✷✱ ✸ ❡t ✹ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✺✮✳
❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞é❝r✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ✢❡①✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐
r❡❧✐❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs UJJ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs Uk ✿


USS
UAA
USA
UAS

 =


USS0
USS1
✳✳✳
USSN
USS0
UAA1
✳✳✳
UAAN
USA0
USA1
✳✳✳
USAN
UAS0
UAS1
✳✳✳
UASN


=
1
2


[TSS0] [0] · · · [0]
❬✵❪ [TSS1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TSSN]
[TAA1] ❬✵❪ · · · [0]
❬✵❪ [TAA1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TAAN]
[TSA0] [0] · · · [0]
❬✵❪ [TSA1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TSAN]
[TAS0] [0] · · · [0]
❬✵❪ [TAS1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TASN]


.


U0
U1
✳✳✳
UN

 = 12[T].


U0
U1
✳✳✳
UN


✭✹✳✽✸✮
✾✻
✹✳✹✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ P❆❘ ▲❆ ▼➱❚❍❖❉❊ ❉❊❙ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❋■◆■❙
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r❝❡s ✿


F 0
F 1
✳✳✳
FN

 =


[TSS0] [0] · · · [0]
❬✵❪ [TSS1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TSSN]
[TAA1] ❬✵❪ · · · [0]
❬✵❪ [TAA1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TAAN]
[TSA0] [0] · · · [0]
❬✵❪ [TSA1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TSAN]
[TAS0] [0] · · · [0]
❬✵❪ [TAS1] · · · [0]
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
❬✵❪ [0] · · · [TASN]


T 

F SS0
F SS1
✳✳✳
F SSN
FAA0
FAA1
✳✳✳
FAAN
F SA0
F SA1
✳✳✳
F SAN
FAS0
FAS1
✳✳✳
FASN


= [T]T


F SS0
F SS1
✳✳✳
F SSN
.FAA0
FAA1
✳✳✳
FAAN
F SA0
F SA1
✳✳✳
F SAN
FAS0
FAS1
✳✳✳
FASN


= [T]T


FmSS
FmAA
FmSA
FmAS


✭✹✳✽✹✮
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✽✸✮ ❡t ✭✹✳✽✹✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs Uk ❡t Fk✳
[K(ω)] =
1
2
[T]T


[KSS] [0] [0] [0]
❬✵❪ [KAA] [0] [0]
❬✵❪ [0] [KSA] [0]
❬✵❪ [0] [0] [KAS]

 [T] ✭✹✳✽✺✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❬❚❪ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✷✳
✹✳✹ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
❆♣rès ❛✈♦✐r ❢❛✐t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡
♦rt❤♦tr♦♣❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡
❡t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✹✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ♠❛tér✐❡❧❧❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s t❡sts✳
▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st ♠❡♥é❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳ ❈❡ s♦♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡✲
♠❡♥t ✿
✕ ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ❀
✕ ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞é✜♥✐ ♣❛r ξ = 1 ❀
✕ ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧✳
✾✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✕ Pr♦♣r✐étés ♠❛tér✐❡❧❧❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡
▼♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ s✉✐✈❛♥t ① Ex = 18.1 ●P❛
▼♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ s✉✐✈❛♥t ② Ey = 50.9 ●P❛
▼♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t Gxy = 11 ●P❛
❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ νxy = 0.8
▼❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ρ = 1526❦❣✴♠3
▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✭2a✮ L = 1♠
▲❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✭2b✮ l = 0.5♠
▲✬é♣❛✐ss❡✉r h = 0.002♠
✹✳✹✳✶ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
P♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ❡st
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♣♦✉r ξ = 1 ❡t ξ = −1✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
Fx(1, η) = Fx(−1, η) = 1 ✭✹✳✽✻✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡✛♦rt ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
✾✽
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▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✿
F (η) = F0 +
N−1∑
n=1
Fn cos(nπη)⇒


F0
F1
✳✳✳
FN−1

 =


1
0
✳✳✳
0

 ✭✹✳✽✼✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r n = 9 ❛✉ ♣♦✐♥t ❆ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✭✶✱✵✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
U(1, 0) = aSSU0 +
N−1∑
n=1
a
SSUn ✭✹✳✽✽✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❬✵ ✶✵✵✵✵❪ ❍③✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st ♠❛✐❧❧é❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t à ✹ ♥÷✉❞s ✭❙❤❡❧❧ ✻✸✮ ❡t s✐① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés ♣❛r ♥÷✉❞✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
s✉✐✈❛♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s✳
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▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡✉①
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s q✉✐ ✈❛r✐❡
❡♥tr❡ ❬✵✱ ✻✵✵✵❪ ❍③✳ ❆✉✲❞❡❧à ❞❡ ✻✵✵✵ ❍③✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s ❞✐♠✐♥✉❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tr♦♣ ❣r♦ss✐❡r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✹✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡
❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❬✽✵✵✵✱ ✾✵✵✵❪ ❍③ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✜♥✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❛✐♥s✐ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❬✽✵✵✵ ❍③✱ ✾✵✵✵ ❍③❪
✶✵✵
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▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉
s✉✐✈❛♥t ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳
▼♦❞è❧❡ ❚❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ✶ ❢r❡q✉❡♥❝❡
1 ▼❊❈ ✵✳✵✶✹ s
20× 20 ▼❊❋ ✵✳✵✶✺ s
40× 40 ▼❊❋ ✵✳✵✻✾ s
80× 80 ▼❊❋ ✵✳✹✺ s
100× 100 ▼❊❋ ✶✳✷ s
❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ✕ ❚❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧é
✹✳✹✳✷ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐ ✉♥✐❧❛✲
tér❛❧
▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✺✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦r❝❡ ré♣❛rt✐❡ s✉r ❧❡ ❝ôté ❞é✜♥✐ ♣❛r ξ = 1✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❋♦r❝❡ ré♣❛rt✐❡ ✉♥✐❧❛tér❛❧❡
✶✵✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
F (η) = F0 +
N−1∑
n=1
Fn cos(nπη)⇒


F0
F1
✳✳✳
FN−1

 =


1
0
✳✳✳
0

 ✭✹✳✽✾✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r n = 9 ❛✉ ♣♦✐♥t ❆ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✭✶✱✵✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
U(1, 0) = 1US0 +
N−1∑
n=1
1USn ✭✹✳✾✵✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✻✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❬✵✱ ✶✵✵✵✵❪ ❍③✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❡st
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✜♥❡ss❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
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❖♥ ♦❜s❡r✈❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✻✮ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✺✵✵✵
❍③ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛ss✉ré❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❊❋ tr♦♣ ❣r♦ss✐❡r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✼✮ ♣rés❡♥t❡
❧❛ ré♣♦♥s❡ s✉r ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❬✽✵✵✵ ❍③✱ ✾✵✵✵ ❍③❪ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❊❋ ♣❧✉s
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EC N9
EF 50x50
EF 100x100
EF 200x200
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✉r ❬✽✵✵✵ ❍③✱ ✾✵✵✵ ❍③❪
❉✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✼✮✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
200× 200 ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s✳
✹✳✹✳✸ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧
▲❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❡♥ ♣♦✐♥t ❇ ✭✶✱✶✮✳ ▲✬✐♥térêt ❞✬✉♥
t❡❧ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st ❞❡ s♦❧❧✐❝✐t❡r t♦✉s ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
✶✵✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❋❋❊❚❙ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧ ❡♥ ♣♦✐♥t ❇✭✶✱✶✮
▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✹✳✾✶✮✳ 

F0 =
1
2b
F Sm =
(−1)n
b
FAm = − (−1)
n
b
✭✹✳✾✶✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❇ ✭✶✱✶✮ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿
U(1, 1) = 1US0 +
N−1∑
n=1
(−1)n1USn ✭✹✳✾✷✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✾✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✭✷✵①✷✵✮ ❡t ✭✹✵①✹✵✮ ❡t ♣♦✉r
✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❬✵✱ ✶✵✵✵✵❪ ❍③✳
✶✵✹
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EF 40x40
EC N9
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧
❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✹✵①✹✵✮ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❈❡♣❛♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉❜❡s s❡
❞✐✈❡r❣❡♥t ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✻✵✵✵ ❍③✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✶✵✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧ ❛✉
♣♦✐♥t ❇ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❬✼✵✵✵✱ ✽✵✵✵❪ ❍③ ✿
✶✵✺
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✉r ❬✼✵✵✵ ✽✵✵✵❪
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❝♦✉r❜❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s✳ ▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛✣♥❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❊❋
♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡st ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳
✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❡✛❡ts ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st
✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ré♣♦♥s❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ♠♦✲
❞é❧✐s❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❝❡❝✐ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳
▲✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✴✢❡①✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦✉♣❧é ❡st ❛✐♥s✐ ét❛❜❧✐✳ ■❧
s❡r✈✐r❛ ❞❡ ❜❛s❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ✿ ❝✬❡st ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
s✉✐✈❛♥t✳
✶✵✻
✺ ❊❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ♣❧❛q✉❡ s❛♥❞✲
✇✐❝❤ ❡t ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ♣❧❛q✉❡ s❛♥❞✇✐❝❤ s②♠étr✐q✉❡✳ ❉❡✉① t❤é♦✲
r✐❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ✿
✕ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ❡t s❛♥❞✇✐❝❤s s②♠étr✐q✉❡s s♦✉s ❡✛❡t ❞❡
✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✳
✕ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ❡t s❛♥❞✇✐❝❤s s②♠étr✐q✉❡s s♦✉s ❡✛❡t ❞❡ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✿
✲ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t✱ ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ●♦r♠❛♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✳ ❊♥✜♥✱
❡❧❧❡ s❡ t❡r♠✐♥❡r❛ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ré♣♦♥s❡s
❤❛r♠♦♥✐q✉❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❆❜❛q✉s ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛✲
❧✐❞❛t✐♦♥✳
✲ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ s♦✉s ❡✛❡t ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✳ ▲❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ré♣♦♥s❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❆♥s②s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts✳
✺✳✷ P❧❛q✉❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ❡t ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡
✺✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡
▲✬é❧é♠❡♥t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❡t
s❛♥❞✇✐❝❤ s②♠étr✐q✉❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥st✐t✉é
✶✵✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ P▲❆◗❯❊ ❙❆◆❉❲■❈❍ ❊❚ ▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❧✐s✳ ▲❡ ♣❧✐ i ❛ ♣♦✉r é♣❛✐ss❡✉r hi ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ▲❡ ♣❧❛♥ (O, x, y)
❡st ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❝❡s ♣❧✐s q✉✐ s♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs s✉♣♣♦sés ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
❝♦❧❧és✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❢❡r❛ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬♦rt❤♦tr♦♣✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❧✐
h1 
h2 
hi 
z 
x 
y 
2a 
2b 
Couche 1 
Couche 2 
Couche i 
h 
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ P❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡
s♦♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❛✉① ❝ôtés ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛①❡s x ❡t y✳
✺✳✷✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ✐❞❡♥✲
t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ✢❡①✐♦♥ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

 σxσy
σxy

 =

 Q
(i)
x Q
(i)
1 0
Q
(i)
1 Q
(i)
y 0
0 0 Q
(i)
xy




−∂2W
∂x2
−∂2W
∂y2
− ∂2W
∂x∂y

 ✭✺✳✶✮
σx✱ σy ❡t σxy r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳ Q
(i)
x ✱
Q
(i)
1 ✱ Q
(i)
y ❡t Q
(i)
xy s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♠❛tér✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣❧✐ i✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s
✶✵✽
✺✳✷✳ P▲❆◗❯❊ ❙❆◆❉❲■❈❍ ❊❚ ▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊
éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
Q
(i)
x =
Ei1
1−νi12ν
i
21
Q
(i)
y =
Ei2
1−νi12ν
i
21
Q
(i)
1 =
νi12E
i
2
1−νi12ν
i
21
=
νi21E
i
1
1−νi12ν
i
21
Q
(i)
xy = Gi12
✭✺✳✷✮
✺✳✷✳✸ ❊✛♦rt ✐♥t❡r♥❡s
▲❡s ❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿
M = [Hf ]


−∂2W
∂x2
−∂2W
∂y2
− ∂2W
∂x∂y

 ✭✺✳✸✮
❛✈❡❝ ✿
[Hf ] =
nc∑
i=1
1
3
(z3(i+1) − z3i )[H]i ✭✺✳✹✮
[H]i r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ [H] ❞✉ ♣❧✐ i✳
[H] = [T]T [Hl][T] ✭✺✳✺✮
▲❡s ♠❛tr✐❝❡s [T]✱ [Hl] ❡t [H] s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈✳
✺✳✷✳✹ ❊q✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ♦✉ s❛♥❞✇✐❝❤ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ✢❡①✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧✐s
❡t ❞❡ ❧❡✉r ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥st✐t✉t✐❢✳ ❊❧❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
∂2Mx
∂x2
+ 2
∂2Mxy
∂x∂y
+
∂2My
∂y2
= ρf
∂2W
∂t2
✭✺✳✻✮
❛✈❡❝ ✿
ρf =
Nc∑
i=1
(zi+1 − zi)ρi ✭✺✳✼✮
ρi r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♣❧✐ i✳
▲❡s ♠♦♠❡♥ts ✢é❝❤✐ss❛♥t Mx✱ My ❡t Mxy s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮✳
✶✵✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ P▲❆◗❯❊ ❙❆◆❉❲■❈❍ ❊❚ ▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✸✮ ❡t ✭✺✳✻✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐✲
❝♦✉❝❤❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✺✳✽ ✿
Dix
∂4W
∂x4
+Dixy
∂4W
∂x2∂y2
+Diy
∂4W
∂y4
= ρf
∂2W
∂t2
✭✺✳✽✮
❛✈❡❝ ✿ Dix✱ D
i
y ❡t D
i
xy ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞✉ ♣❧✐
✬✐✬✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

Dix = −
∑Nc
i=1
1
3
(z3i+1 − z3i )H ill
Diy = −
∑Nc
i=1
1
3
(z3i+1 − z3i )H itt
Dixy = −
∑Nc
i=1
1
3
(z3i+1 − z3i )H ilt − 4
∑Nc
i=1
1
3
(z3i+1 − z3i )Gilt
✭✺✳✾✮
❊♥ ré❣✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t W s✬é❝r✐t ✿
W (x, y, t) = W0(x, y)e
iωt ✭✺✳✶✵✮
❉✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✽✮ ❡t ✭✺✳✶✵✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Dix
∂4W0
∂x4
+Dixy
∂4W0
∂x2∂y2
+Diy
∂4W0
∂y4
= −ω2ρfW0 ✭✺✳✶✶✮
✺✳✷✳✺ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
▲❡s ♣❧✐s s♦♥t s✉♣♣♦sés ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦❧❧és✱ ❛✐♥s✐✱ ✐❧ ② ❛ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t
❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❧✐s✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥
❡♥ ré❣✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❡✛♦rts ✈❡rt✐❝❛✉① ♦✉ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts
✢é❝❤✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞✐t❡s
❧✐❜r❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✐❜r❡s ❞❡ t♦✉t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✭✸✳✶✻✮ r❡st❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✳
✺✳✸ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡
♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡
❊♥ s❡ ré❢ér❛♥t ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✷✳✸✮✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❝♦♥t✐♥✉s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✺✳✻✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❢réq✉❡♥❝❡✳
✺✳✸✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ●♦r♠❛♥
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ q✉❛tr❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❈❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ♥♦♠♠é❡s s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡✱ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲
❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ Wm ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Wm(ξ, η) = WmSS(ξ, η) +WmAA(ξ, η) +WmAS(ξ, η) +WmSA(ξ, η) ✭✺✳✶✷✮
✶✶✵
✺✳✸✳ ▼❆❚❘■❈❊ ❉❊ ❘❆■❉❊❯❘ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ P❖❯❘ ❯◆❊ P▲❆◗❯❊
▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s WmSS(ξ, η),WmAA(ξ, η),WmSA(ξ, η)etWmAS(ξ, η) r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s r♦t❛t✐♦♥s βmx ❡t βmy ✿
βxm(ξ, η) = −∂WmSS(ξ, η)
∂ξ
− ∂WmAA(ξ, η)
∂ξ
− ∂WmSA(ξ, η)
∂ξ
− ∂WmAS(ξ, η)
∂ξ
✭✺✳✶✸✮
βym(ξ, η) = −∂WmSS(ξ, η)
∂η
− ∂WmAA(ξ, η)
∂η
− ∂WmSA(ξ, η)
∂η
− ∂WmAS(ξ, η)
∂η
✭✺✳✶✹✮
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♠❡♥é❡ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✺✳✻✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ sér✐❡s ❞❡ ▲❡✈② ❛❞❛♣té❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ ✭❙❙✮
P♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❙❙✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t WmSS ❡st s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt ξ ❡t η✳ ❈❡ ❝❤❛♠♣ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿
WmSS(ξ, η) =
+∞∑
n=0
1
mSSWn(ξ) cosnπη +
+∞∑
n=0
2
mSSWn(η) cosnπξ ✭✺✳✶✺✮
❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✺✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

1
mSSWn(ξ) = An
(
e
1xnξ + e−
1xnξ
)
+Bn
(
e
2xnξ + e−
2xnξ
)
2
mSSWn(η) = Cn
(
e
3xnξ + e−
3xnξ
)
+Dn
(
e
4xnξ + e−
4xnξ
) ✭✺✳✶✻✮
▲❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s 1xn✱ 2xn✱ 3xn ❡t 4xn s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

1x2n =
Dixy
2φ2Dix
(nπ)2π2 + 1
φ4
√
∆1
2x2n =
Dixy
2φ2Dix
(nπ)2π2 − 1
φ4
√
∆1
3x2n =
Dixy
2Diy
φ2(nπ)2π2 + D
i
x
Diy
√
∆2
4x2n =
Dixy
2Diy
φ2(nπ)2π2 − Dix
Diy
√
∆2
✭✺✳✶✼✮
❆✈❡❝ ✿ 

∆1 =
Di2xy
4Di2x
φ4(nπ)4π4 − φ4
(
Diy
Dix
(nπ)4π4 + φ4λ4
)
∆2 =
(npi)4pi4φ4
Dix
(
Di2xy
4Dix
−Diy
)
− Diy
Dix
φ4λ4
✭✺✳✶✽✮
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❙❙✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❛✉ss✐ ❡♥
❞❡✉① s♦✉s ♣r♦❜❧è♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ●♦r♠❛♥✳ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t WmAA
s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿
WmAA(ξ, η) =
+∞∑
n=1
1
mAAWn(ξ) sin(
(2n− 1)πη
2
) +
+∞∑
n=0
2
mAAWn(η) sin(
(2n− 1)πξ
2
)
✭✺✳✶✾✮
✶✶✶
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ P▲❆◗❯❊ ❙❆◆❉❲■❈❍ ❊❚ ▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊
1
mAAWn ❡t
2
mAAWn s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❛✐r❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

1
mAAWn(ξ) = An
(
e
1xnξ − e−1xnξ
)
+Bn
(
e
2xnξ − e−2xnξ
)
2
mAAWn(η) = Cn
(
e
3xnξ − e−3xnξ
)
+Dn
(
e
4xnξ − e−4xnξ
) ✭✺✳✷✵✮
❛✈❡❝ ✿ 

1x2n =
Dixy
2φ2Dix
( (2n−1)piη
2
)2π2 + 1
φ4
√
∆1
2x2n =
Dixy
2φ2Dix
( (2n−1)piη
2
)2π2 − 1
φ4
√
∆1
3x2n =
Dixy
2Diy
φ2( (2n−1)piη
2
)2π2 + D
i
x
Diy
√
∆2
4x2n =
Dixy
2Diy
φ2( (2n−1)piη
2
)2π2 − Dix
Diy
√
∆2
✭✺✳✷✶✮
❡t ✿ 

∆1 =
Di2xy
4Di2x
φ4( (2n−1)piη
2
)4π4 − φ4
(
Diy
Dix
( (2n−1)piη
2
)4π4 + φ4λ4
)
∆2 =
(
(2n−1)piη
2
)4pi4φ4
Dix
(
Di2xy
4Dix
−Diy
)
− Diy
Dix
φ4λ4
✭✺✳✷✷✮
▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s②♠étr✐q✉❡✲❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✺✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿
WmSA(ξ, η) =
+∞∑
n=1
1
mSAWn(ξ) sin(
2n− 1πη
2
+
+∞∑
n=0
2
mSAWn(η) cosnπξ ✭✺✳✷✸✮
1
mSAWn ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛✐r❡ ❡t
2
mSAWn ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡✳ ❊❧❧❡s s✬é❝r✐✈❡♥t
❛❧♦rs ✿ 

1
mSAWn(ξ) = An
(
e
1xnξ + e−
1xnξ
)
+Bn
(
e
2xnξ + e−
2xnξ
)
2
mSAWn(η) = Cn
(
e
3xnξ − e−3xnξ
)
+Dn
(
e
4xnξ − e−4xnξ
) ✭✺✳✷✹✮
▲❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✷✺✮ ✿

1x2n =
Dixy
2φ2Dix
(2n−1piη
2
)2π2 + 1
φ4
√
∆1
2x2n =
Dixy
2φ2Dix
(2n−1piη
2
)2π2 − 1
φ4
√
∆1
3x2n =
Dixy
2Dy
φ2(nπ)2π2 + D
i
x
Diy
√
∆2
4x2n =
Dixy
2Diy
φ2(nπ)2π2 − Dix
Diy
√
∆2
✭✺✳✷✺✮
❛✈❡❝ ✿ 

∆1 =
Di2xy
4Di2x
φ4(2n−1piη
2
)4π4 − φ4
(
Diy
Dix
(2n−1piη
2
)4π4 + φ4λ4
)
∆2 =
(npi)4pi4φ4
Dix
(
Di2xy
4Dix
−Diy
)
− Diy
Dix
φ4λ4
✭✺✳✷✻✮
✶✶✷
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▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡
▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t WmAS ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✲s②♠étr✐q✉❡ s✬é❝r✐t ✿
WmAS(ξ, η) =
+∞∑
n=0
1
mASWn(ξ) cosnπη +
+∞∑
n=0
2
mASWn(η) sin(
2n− 1πξ
2
) ✭✺✳✷✼✮
1
mASWn ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡
2
mASWn ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛✐r❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✺✳✶✺✮ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿


1
mASWn(ξ) = An
(
e
1xnξ − e−1xnξ
)
+Bn
(
e
2xnξ − e−2xnξ
)
2
mASWn(η) = Cn
(
e
3xnξ + e−
3xnξ
)
+Dn
(
e
4xnξ + e−
4xnξ
) ✭✺✳✷✽✮
❛✈❡❝ ✿ 

1x2n =
Dixy
2φ2Dix
(nπ)2π2 + 1
φ4
√
∆1
2x2n =
Dixy
2φ2Dix
(nπ)2π2 − 1
φ4
√
∆1
3x2n =
Dixy
2Diy
φ2 2n−1piξ
2
)2π2 + D
i
x
Diy
√
∆2
4x2n =
Dixy
2Diy
φ2 2n−1piξ
2
)2π2 − Dix
Diy
√
∆2
✭✺✳✷✾✮
❡t ✿ 

∆1 =
Di2xy
4Di2x
φ4(nπ)4π4 − φ4
(
Diy
Dix
(nπ)4π4 + φ4λ4
)
∆2 =
2n−1piξ
2
)4pi4φ4
Dix
(
Di2xy
4Dx
−Diy
)
− Diy
Dix
φ4λ4
✭✺✳✸✵✮
✺✳✸✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞✬✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡
▲❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦♥t été
❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✸✳✷✮ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥
♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✬♥✬ ♣❧✐s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡✳
KmSS✱ KmAA✱ KmAS ❡t KmSA s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ s♦✉s ❡✛❡t ❞❡ ✢❡①✐♦♥✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿
KmSS(ω) = GmSS(ω)HmSS(ω)
−1
KmAA(ω) = GmAA(ω)HmAA(ω)
−1
KmAS(ω) = GmAS(ω)HmAS(ω)
−1
KmSA(ω) = GmSA(ω)HmSA(ω)
−1
✭✺✳✸✶✮
✺✳✸✳✸ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❡♥ ✢❡①✐♦♥
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡
s♦✉s ❡✛❡t ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♣❧❛q✉❡ ♦rt❤♦tr♦♣❡
✶✶✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ P▲❆◗❯❊ ❙❆◆❉❲■❈❍ ❊❚ ▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊
♣rés❡♥té ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✸✳✸✮ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

[KmSS] [0] [0] [0]
[0] [KmAA] [0] [0]
[0] [0] [KmSA] [0]
[0] [0] [0] [KmAS]

 .


USS
UAA
USA
UAS

 =


FSS
FAA
FSA
FAS

 ✭✺✳✸✷✮
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✻✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ✿
[Km(ω)] =
1
2
[T]T


[KmSS] [0] [0] [0]
[0] [KmAA] [0] [0]
[0] [0] [KmSA] [0]
[0] [0] [0] [KmAS]

 [T] ✭✺✳✸✸✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ [T] ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳
✺✳✹ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❆♣rès ❛✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥é ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧✲
t✐❝♦✉❝❤❡✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❧❛q✉❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣♦✉r tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✿
✲ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❀
✲ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐ ❀
✲ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧✳
✺✳✹✳✶ Pr♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♠❛tér✐❡❧❧❡s
▲❡s str✉❝t✉r❡s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s✳ ▲❡s ♣❧✐s
s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❈❛r❜♦♥❡✴❊♣♦①② ♦rt❤♦tr♦♣❡✱ ❞✬✉♥ ❛❝✐❡r ✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉
❧é❣❡r ❝♦♥st✐t✉t✐❢ ❞✉ ❝÷✉r ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s❛♥❞✇✐❝❤ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✾✵❪✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❝❡s ♠❛tér✐❛✉① s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✶✶✹
✺✳✹✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊
▼❛tér✐❛✉① Ex ✭●P❛✮ Ey(GPa) Gxy(GPa) νxy ρ
❈❛r❜♦♥❡✴❊♣♦①② 18.1 50.9 11 0.5 1526
❆❝✐❡r 2.1.102 2.1.102 0.8077.102 0.3 7800
▼❛tér✐❛✉ ❧é❣❡r 6.89.10−3 6.89.10−3 3.45.10−3 0.01 97
❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✶✮✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t r❛ss❡♠❜❧é❡s
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✭2a✮ L = 1♠
▲❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✭2b✮ l = 0.5♠
▲✬é♣❛✐ss❡✉r h = 0.002♠
❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ Pr♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s
✺✳✹✳✷ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡
❯♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ❝♦♥st✐✲
t✉é❡ ❞✬✉♥ ❝÷✉r ❡♥ ❛❝✐❡r ❡t ❞❡ ❞❡✉① ♣❡❛✉① ❡♥ ❈❛r❜♦♥❡✴❊♣♦①② ♦r✐❡♥té❡ à 90◦✳ ▲❡ ❝÷✉r
❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s é♣❛✐s q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❡❛✉①✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✸✹✮ ✿
F (η) = F0 +
N−1∑
n=1
Fn cos(nπη)⇒


F0
F1
✳✳✳
FN−1

 =


1
0
✳✳✳
0

 ✭✺✳✸✹✮
❈❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st ❝❡❧✉✐ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❆(1, 0) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
✭✺✳✸✺✮ ✿
W (1, 0) = aSSW0 +
N−1∑
n=1
a
SSWn ✭✺✳✸✺✮
❡t ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✷✮✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡tt❡ ré♣♦♥s❡
❛✈❡❝ ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ✜♥❡ss❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✷✵①✷✵✮✱ ✭✺✵①✺✵✮ ❡t ✭✶✵✵①✶✵✵✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés
♣♦✉r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❬✶✱ ✶✵✵✵❪ ❍③✳
✶✶✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ P▲❆◗❯❊ ❙❆◆❉❲■❈❍ ❊❚ ▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊
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EC N9
EF 20x20
EF 50x50
EF 100x 100
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ s❛♥❞✇✐❝❤ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s②✲
♠étr✐q✉❡
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ré♣♦♥s❡s ❊❋ ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r
♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛✣♥❡r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❊❋ ❧♦rsq✉❡
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳
▲❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
✐♥❞✉str✐❡❧ ❞✬❛✈❛♥t✲♣r♦❥❡t✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✺✳✸✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡✳
▼♦❞è❧❡ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✶ ❢réq✉❡♥❝❡
1 ▼❊❈ ✵✱✵✸ s
20× 20 ▼❊❋ ✵✱✵✻ s
50× 50 ▼❊❋ ✵✱✻ s
100× 100 ▼❊❋ ✶✱✺ s
❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❝❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✮
✶✶✻
✺✳✹✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊
❈❡ t❛❜❧❡❛✉ ♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✳ ❆ ❝❡ t✐tr❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✵✱✵✸ s ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❝♦♥t✐♥✉s ❝♦♥tr❡ ✶✱✺ s ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳
✺✳✹✳✸ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s tr❛✐té ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐ s✉r ❧❡ ❝ôté s✐t✉é ❡♥
ξ = 1✳ ▲❡ s❛♥❞✇✐❝❤ s♦✉♠✐s à ❝❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✸✻✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❝❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳
F (1, η) = F0 +
M∑
m=1
F Sm cosmπη +
M∑
m=1
FAm sin (2m− 1)
π
2
η ✭✺✳✸✻✮
❛✈❡❝ ✿ F0 = 1 ❡t F Sm = F
A
m = 0✳
❈❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✳
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ✭✶✱✶✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✸✼✮ ✿
W (1, 1) =1SS W0 +
1
AS W0 +
+∞∑
m=1
(
1
SSWm +
1
AS Wm −1AA Wm −1SA Wm
)
(−1)m ✭✺✳✸✼✮
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✸✮ ♣ré✲
s❡♥t❡ ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❞✐✈❡rs❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❊❋ ❡t ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❊❋ ♦♥t été ré❛❧✐sés ✭✷✵✱ ✺✵✱ ✶✵✵ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à ♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳
✶✶✼
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EC N9
EF 20x20
EF 50x50
EF 100x100
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
ré♣❛rt✐
▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❊❋ ✈❡rs
❝❡✉① ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✺✳✹✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❡s✉rés ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❈❡s
t❡♠♣s ♦♥t été ♠❡s✉rés ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❬✶✱ ✶✵✵✵❪ ❍③ ❞✐s❝rét✐sé❡ ♣❛r ✸✵✵
♣❛s ❢réq✉❡♥t✐❡❧s s✉r ✉♥ P❈ P❡♥t✐✉♠ ❝❛❞❡♥❝é à ✷✳✺✸ ●❍③✳
▼♦❞è❧❡ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✸✵✵ ❢réq✉❡♥❝❡s
1 ▼❊❈ ✻✶✳✺ s
20× 20 ▼❊❋ ✶✳✻✷ s
50× 50 ▼❊❋ ✾✵ s
100× 100 ▼❊❋ ✹✻✽ s
❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✸✵✵ ♣❛s ❢réq✉❡♥t✐❡❧s ✭❝❤❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐✮
✶✶✽
✺✳✹✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊
✺✳✹✳✹ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧
P♦✉r ❝❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ét✉❞✐é❡ ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ s②♠étr✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡
✺ ♣❧✐s s✉♣❡r♣♦sés s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❝❛r❜♦♥❡✴é♣♦①②✱ ❛❝✐❡r✱ ♠❛tér✐❛✉ ❧é❣❡r✱ ❛❝✐❡r✱
❝❛r❜♦♥❡✴é♣♦①②✳ ▲✬é♣❛✐ss❡✉r ❞✉ ♣❧✐ ❡♥ ♠❛tér✐❛✉ ❧é❣❡r ❡st ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❛✉tr❡s✳
▲❡ ♣❧✐ ❡♥ ❝❛r❜♦♥❡✴é♣♦①② ❡st ♦r✐❡♥té à 90◦✳
❈❡tt❡ ♣❧❛q✉❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ à ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♣♦✐♥t ❈ ✭✶✱✶✮✳
❈❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st r❡♣rés❡♥té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡
❋♦✉r✐❡r ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✸✽✮ ✿

Fz0 =
1
2b
FzSm =
(−1)n
b
FzAm = − (−1)
n
b
✭✺✳✸✽✮
❈❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✻✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st ♠❡♥é❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t
❧❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❈❡tt❡
❝♦✉r❜❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❬✵✱ ✶✵✵✵❪ ❍③✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✹✮
♣rés❡♥t❡ ❝❡s ré♣♦♥s❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
♣♦♥❝t✉❡❧
✶✶✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ P▲❆◗❯❊ ❙❆◆❉❲■❈❍ ❊❚ ▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊
❯♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡st ❡♥❝♦r❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❊❋ s✬❛✣♥❡✳
✺✳✺ P❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ s♦✉s ❡✛❡t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
✺✳✺✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ♠❛tér✐❡❧❧❡
▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◗✉❛tr❡ ♠❛tér✐❛✉① s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ q✉✐ s✉✐✈r❛✳ ■❧s s♦♥t
❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✺✳✺✮ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
▼❛tér✐❛✉① Ex ✭●P❛✮ Ey(GPa) Gxy(GPa) νxy ρ
▼❛tér✐❛✉ ✶ ✭❈❛r❜♦♥❡✴❊♣♦①②✮ 18.1 50.9 11 0.5 1526
▼❛tér✐❛✉ ✷ ✭❛❝✐❡r✮ 2.1.102 2.1.102 0.8077.102 0.3 7800
▼❛tér✐❛✉ ✸ ✭●r❛♣❤✐t❡✴❊♣♦①②✮ 10.34 131 6.985 0.22 1627
▼❛tér✐❛✉ ❧é❣❡r 6.89.10−3 6.89.10−3 3.45.10−3 0.01 97
❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✕ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
✺✳✺✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✲❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿ 

σx = D
i
xǫx +D
i
1ǫy
σy = D
i
1ǫx +D
i
yǫy
σxy = D
i
xyǫxy
✭✺✳✸✾✮
σx✱ σy ❡t σxy s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ǫx✱ ǫy✱ ǫxy s♦♥t ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ Dix✱ D
i
y ❡t D
i
xy s♦♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡s
♠❛tér✐❛✉①✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

Dix =
Eix
1−νixyν
i
yx
Di1 =
νixyE
i
y
1−νixyν
i
yx
=
νiyxE
i
x
1−νixyν
i
yx
Diy =
Eiy
1−νixyν
i
yx
Dixy = G
i
xy
✭✺✳✹✵✮
✺✳✺✳✸ ❊✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s
▲❡s ❡✛♦rts rés✉❧t❛♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿
Nx =
Nc∑
i=1
(zi+1 − zi) σxdz, ✭✺✳✹✶✮
✶✷✵
✺✳✺✳ P▲❆◗❯❊ ▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊ ❙❖❯❙ ❊❋❋❊❚ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
Ny =
Nc∑
i=1
(zi+1 − zi) σydz, ✭✺✳✹✷✮
Nxy =
Nc∑
i=1
(zi+1 − zi) σxydz ✭✺✳✹✸✮
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡✛♦rts✲❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡✈✐❡♥t ✿
Nx =
Nc∑
i=1
(zi+1 − zi)(Dix
∂u
∂x
+Di1
∂v
∂y
) ✭✺✳✹✹✮
Ny =
Nc∑
i=1
(zi+1 − zi)(Di1
∂u
∂x
+Diy
∂v
∂y
) ✭✺✳✹✺✮
Nxy =
Nc∑
i=1
(zi+1 − zi)(Dixy
∂u
∂y
+Dixy
∂v
∂x
) ✭✺✳✹✻✮
✺✳✺✳✹ ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ s♦✉s ❡✛❡t ❞❡
♠❡♠❜r❛♥❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✹✼✮ ✿
{
∂Nx
∂x
+ ∂Nxy
∂y
=
∑Nc
i=1 ρi
∂2u
∂t2
∂Nxy
∂x
+ ∂Ny
∂y
=
∑Nc
i=1 ρi
∂2v
∂t2
✭✺✳✹✼✮
P❛r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ❡✛♦rts ✐♥t❡r♥❡s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✺✳✹✼✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿
{
Dix
∂2u
∂x2
+Di1
∂2v
∂x∂y
+Dixy
∂2u
∂y2
+Dixy
∂2v
∂x∂y
=
∑Nc
i=1 ρi
∂2u
∂t2
Diy
∂2v
∂x2
+Di1
∂2u
∂x∂y
+Dixy
∂2v
∂y2
+Dixy
∂2u
∂x∂y
=
∑Nc
i=1 ρi
∂2v
∂t2
✭✺✳✹✽✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ré❣✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❡st é❧✐♠✐♥é✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✹✽✮
❡t ✭✹✳✶✵✮✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿
{
Dix
∂2U
∂x2
+Di1
∂2V
∂x∂y
+Dixy
∂2U
∂y2
+Dixy
∂2V
∂x∂y
= −ρω2U
Diy
∂2V
∂x2
+Di1
∂2U
∂x∂y
+Dixy
∂2V
∂y2
+Dixy
∂2U
∂x∂y
= −ρω2V ✭✺✳✹✾✮
✶✷✶
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✺✳✻ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧✲
t✐❝♦✉❝❤❡ s♦✉s ❡✛❡t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉
❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❡t s❛♥❞✇✐❝❤ s♦✉s ❡✛❡t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛ été
♠❡♥é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✲ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❀
✲ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐ ❀
✲ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧✳
✺✳✻✳✶ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡
❯♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥
❝÷✉r ❝❛r❜♦♥❡✴é♣♦①② ♦r✐❡♥té à 90◦ ❡t ❞❡ ❞❡✉① ♣❡❛✉① ❡♥ ❛❝✐❡r✳ ▲✬é♣❛✐ss❡✉r ❞✉ ❝÷✉r ❡st
❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣❡❛✉① ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✮✳
h/4 
h/2 
z 
x 
Matériau 2 
Matériau 1 
h/4 
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ P❧❛q✉❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ❛❝✐❡r✴❈❛r❜♦♥❡✲❊♣♦①②✴❛❝✐❡r
✶✷✷
✺✳✻✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ❉❊ ▲✬➱▲➱▼❊◆❚ ❉❊ P▲❆◗❯❊
▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊ ❙❖❯❙ ❊❋❋❊❚ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❧❛q✉❡ s♦♥t ❧✐❜r❡s✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡
❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t A(1, 0) s✉r ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❬✵✱ ✶✵✵✵✵❪ ❍③✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡①♣❧♦✐t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ✽ ♥÷✉❞s à ✹ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté
✭s❤❡❧❧ ✷✽✶✮✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡
❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✻✮✳
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EC N9
EF 20x20
EF  40x40
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ s❛♥❞✇✐❝❤ ❞❛♥s s♦♥ ♣❧❛♥ ♣♦✉r ✉♥
❝❤❛r❣❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡
❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✻✮ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ▼❊❈ ❡t ❧❛ ▼❊❋
♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✹✵①✹✵✮✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❢♦rt❡ ❧❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t✳
✶✷✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ P▲❆◗❯❊ ❙❆◆❉❲■❈❍ ❊❚ ▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊
✺✳✻✳✷ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐
P♦✉r ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛rt✐ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ❝❤❛r❣❡ ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❝♦♥st✐t✉é❡
❞❡ ❝✐♥q ♣❧✐s ❡t tr♦✐s ♠❛tér✐❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ✭❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉① ♦rt❤♦tr♦♣❡s ❡t ✉♥ ♠❛tér✐❛✉
✐s♦tr♦♣❡✮✳ ▲✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ x ❡st ✭✾✵ ✵ ✾✵ ✵ ✾✵✮✳ ▲❡s
é♣❛✐ss❡✉rs ❞❡s ♣❧✐s s♦♥t é❣❛❧❡s s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡ ♣❧✐ ❝❡♥tr❛❧ q✉✐ ❡st ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ❞♦✉❜❧❡ ✭✜❣✉r❡
✺✳✼✮✳
h/6 
h/3 
z 
x 
Matériau 2 
Matériau 1 
h/6 
h/6 
h/6 Matériau 3 
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ P❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ à ✺ ♣❧✐s ❡t ✸ ♠❛tér✐❛✉①
✶✷✹
✺✳✻✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ❉❊ ▲✬➱▲➱▼❊◆❚ ❉❊ P▲❆◗❯❊
▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊ ❙❖❯❙ ❊❋❋❊❚ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
▲❛ ✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✺✳✽✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡s ré♣♦♥s❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳
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EC N9
EF 20x20
EF 40x40
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞✉ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❞❛♥s s♦♥ ♣❧❛♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
ré♣❛rt✐
❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❊❋ ✭✹✵①✹✵✮✱
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❢♦rt❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
✺✳✻✳✸ ❈❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧
P♦✉r ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧ t❡sté✱ ♦♥ ❝❤❛r❣❡ ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❝♦♥st✐t✉é❡
❞❡ s❡♣t ♣❧✐s ❡t q✉❛tr❡ ♠❛tér✐❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ✭❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉① ♦rt❤♦tr♦♣❡s ❡t ❞❡✉① ♠❛✲
tér✐❛✉① ✐s♦tr♦♣❡s✮✳ ▲✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ x ❡st ✭✵ ✾✵ ✵ ✵ ✵
✾✵ ✵✮✳ ▲❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❞❡s ♣❧✐s s♦♥t é❣❛❧❡s s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡ ♣❧✐ ❝❡♥tr❛❧ q✉✐ ❡st ❞✬é♣❛✐ss❡✉r
❞♦✉❜❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✾✮✳
✶✷✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ P▲❆◗❯❊ ❙❆◆❉❲■❈❍ ❊❚ ▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊
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Matériau léger 
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h/4 
z 
Matériau 2 
Matériau 1 
h/8 
h/8 
h/8 
Matériau 3 h/8 
h/8 
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ P❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ à ✼ ♣❧✐s ❡t ✹ ♠❛tér✐❛✉①
▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❡st ♣rés❡♥té❡
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✶✵✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳
✶✷✻
✺✳✻✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ❉❊ ▲✬➱▲➱▼❊◆❚ ❉❊ P▲❆◗❯❊
▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊ ❙❖❯❙ ❊❋❋❊❚ ❉❊ ▼❊▼❇❘❆◆❊
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EC N9
EF 80x80
EF 40x40
EF 20x20
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ à ✼ ♣❧✐s ❞❛♥s s♦♥
♣❧❛♥ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧
▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✶✵✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❊❋
❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❊❈✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❋✳
▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲
❞❡ss♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♠❛✐❧❧❛❣❡✳
▼♦❞è❧❡ ❚❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ✶ ❢réq✉❡♥❝❡
1 ▼❊❈ ✵✳✵✷✹ s
20× 20 ▼❊❋ ✵✳✵✸✷✽ s
40× 40 ▼❊❋ ✵✳✶✷ s
80× 80 ▼❊❋ ✵✳✹✹✹ s
❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
✶✷✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ P▲❆◗❯❊ ❙❆◆❉❲■❈❍ ❊❚ ▼❯▲❚■❈❖❯❈❍❊
✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❡t s❛♥❞✇✐❝❤✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✉✐t❡ à
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥ts ❡t ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ❧❛ ▼❊❋✳
✶✷✽
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡r♣❡❝t✐✈❡s
❏✉sq✉✬à ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡
❡t ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s s✐♠♣❧❡s ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉✐sq✉❡
❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦rré❧é❡ à ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬ét✉❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ♠❡s❤❧❡ss ❞é♥♦♠♠é❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ré❣✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳
❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ r❡❧✐❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡✛♦rts ❣é♥ér❛❧✐sés ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❣é♥é✲
r❛❧✐sés✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♣r✐s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣❧❛q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❛♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥ts ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ▲é✈②✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ♣❧❛q✉❡s
s❛♥❞✇✐❝❤s ❡t ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s s②♠étr✐q✉❡s✳ ❉❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♦♥t
été ét❛❜❧✐❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ❑✐r❝❤❤♦✛
q✉✐ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡
♣❧❛q✉❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ♦✉ s❛♥❞✇✐❝❤ s♦✉s ❡✛❡t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ré✲
♣♦♥s❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♦♥t été ❝♦♥❢r♦♥té❡s ❛✈❡❝
❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❈❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♦♥t ♣✉ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥
❛ ❛✐♥s✐ ♣✉ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ♣❧❛q✉❡s s❛♥❞✲
✇✐❝❤s ❡t ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡✳
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❬✾✶❪ ❇✳ ❊♠✐❧✐❡ ❛♥❞ ❉✳ ❆str✐❞✱❛✈✐♦♥❞✉❢✉t✉r✳❡✲♠♦♥s✐t❡✳❝♦♠
❬✾✷❪ ❢♦r✉♠✳r❡♦♣❡♥✾✶✶✳✐♥❢♦
✶✸✻
❆♥♥❡①❡ ❆
[TSS0] =


1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

 ✭✶✮
[TSSk] =


1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

 ✭✷✮
[TAAk] =


0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

 ✭✸✮
[TSA0] =
(
0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
)
✭✹✮
[TSAk] =


0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

 ✭✺✮
[TAS0] =
(
1 0 0 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
)
✭✻✮
[TSSk] =


1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1

 ✭✼✮
✶✸✼
❆◆◆❊❳❊ ✳
✶✸✽
❆♥♥❡①❡ ❇✶


L1n =
φ2Dx1βn
2
−k21nDxy+ρω
2b2
(Dxy+D1)k1n
L2n =
φ2Dx1γn
2
−k21nDxy+ρω
2b2
(Dxy+D1)φ1γn
L3n =
−φ2Dxk22n+Dxy
2βn
2
+ρω2b2
−(Dxy+D1)2βn
L4n =
−φ2Dxk22n+Dxy
2γn
2
+ρω2b2
−(Dxy+D1)φk2n
✭✽✮
✶✸✾
❆◆◆❊❳❊ ✳
✶✹✵
❆♥♥❡①❡ ❇✷
[TSS0] =
(
1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
)
✭✾✮
[TSSk] =


1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1

 ✭✶✵✮
[TSSN] =
(
1 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 −1
)
✭✶✶✮
[TAA0] =
(
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
)
✭✶✷✮
[TAAk] =


0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

 ✭✶✸✮
[TAAN] =
(
1 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 −1 0
)
✭✶✹✮
[TSA0] =
(
0 1 0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0 −1 0
)
✭✶✺✮
[TSAk] =


0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

 ✭✶✻✮
✶✹✶
❆◆◆❊❳❊ ✳
[TSAN] =
(
1 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 −1
)
✭✶✼✮
[TAS0] =
(
1 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 −1
)
✭✶✽✮
[TASk] =


1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

 ✭✶✾✮
[TASN] =
(
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
)
✭✷✵✮
✶✹✷
❆♥♥❡①❡ ❈
[Hl] =

 H11 H12 0H12 H22 0
0 0 G12

 ✭✷✶✮
[T] =

 cos2(θ) sin2(θ) cos(θ) sin(θ)sin2(θ) cos2(θ) − cos(θ) sin(θ)
−2 cos(θ) sin(θ) 2 cos(θ) sin(θ) cos2(θ)− sin2(θ)

 ✭✷✷✮
✶✹✸
❆◆◆❊❳❊ ✳
[H
]
=
     
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+
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−
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C
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2
−
S
2
)(
C
2
−
S
2
)G
1
2
     
✭✷
✸
✮
❆
✈❡
❝
S
=
si
n
(θ
)
❡t
C
=
co
s(
θ)
✶✹✹
